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RESUMO

Neste trabalho estudamos as transformagdes lineares em estruturas de espagos vetori-
ais que sao obtidas através de bijecbes com um espaco vetorial inicial e, em particular,
nos espacgos vetoriais do tipo grafico. Também exploramos o conceito de retas em
espacos vetoriais, em analogia com a definicdo de retas nos espacos vetoriais R". Ex-
ploramos as métricas induzidas pelas bijecées com o intuito de melhor entender a acao
das transformagdes lineares nos espacos vetoriais estudados. Tratamos de algumas
transformacgdes lineares ja conhecidas como cisalhamentos, rotacoes e reflexdées em

torno da origem.

Palavras-chave: Transformacao linear. Novas estruturas. Espaco vetorial.



ABSTRACT

In this work, we study the linear transformations in structures of vector spaces that
are obtained through bijections with an initial vector space and, particularly, in vector
spaces of the graphic type. We also explore the concept of lines in vector spaces, in
analogy with the definition of lines in vector spaces R". We explore the metrics induced
by bijections to better understand linear transformations’ action in studied vector spaces.
We deal with some already-known linear transformations such as shears, rotations, and
reflections around the origin.

Key-words: Linear transformation. New structures. Vector space.
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1 INTRODUGAO

A teoria das transformacdes lineares esta intimamente ligada a algebra matricial.
O grande propulsor para 0 avango dessa teoria e o surgimento da ideia de espaco
vetorial, foi 0 estudo dos sistemas lineares.

Segundo Nogueira (2013), o matematico suico Leonhard Euler, em meados de
1770, conseguiu caracterizar as transformagdes ortogonais para n = 2 e 3, quando
estudava quadrados de numeros similares aos quadrados magicos. Dando continuidade
ao trabalho de Euler, Joseph Louis Lagrange publicou entre 1773 e 1775, um trabalho no
qual estudou a propriedade de niumeros que sdo a soma de dois quadrados. Assim, foi
levado a estudar os efeitos das transformacdes lineares com coeficientes inteiros numa
forma quadratica de duas variaveis. Johann Carl Friedrich Gauss, por sua vez, também
estudou a questdo com duas e trés variaveis. Ele apresentou uma notacao similar a
da matriz que caracteriza a transformacao linear. Além disso, Gauss estabeleceu a
formula e uma notacao simbdlica para a composicao de duas transformacdes lineares
e também para o produto, o que marca um passo fundamental em dire¢cdo ao conceito
de matriz. Hermann Gunther Grassmann, em uma publicacdo de 1844, discutiu e
obteve uma boa parte dos resultados elementares da teoria atual de espagos vetoriais
e de éalgebra linear, além de ter conseguido algo bem proximo de uma formalizacao
axiomatica.

Segundo Boyer (2019), o matematico inglés Arthur Cayley' foi um dos primeiros
a estudar matrizes, definindo a ideia de operarmos as matrizes como na algebra. Cayley
descobriu a algebra das matrizes em 1857. Ainda segundo Boyer (2019), as matrizes
surgiram para Cayley ligadas as transformacgdes lineares do tipo

X = ax+by (1.1)
Y = cr+dy (1.2)

coma, b, c,d € R. Pode-se pensar como a acao de uma transformacao que leva o ponto
(z,y) no ponto (X,Y). Para simplificar, Cayley escrevia as equagdes (1.1) e (1.2) na

forma matricial

a b

(X,Y) = d] (z,y).

C

A partir destas duas transformagdes sucessivas, criou-se a definicdo de produto de
matrizes, como também a matriz inversa, a matriz identidade, a matriz nula e a matriz

1

Arthur Cayley nasceu em 16 de agosto de 1821 em Richmond na Inglaterra. Em 1838 comegou
seus estudos no Trinity College em Cambridge onde se graduou em 1842. Em 1843 trabalhou
fundamentalmente em algebra, mas, também trabalhou em geometrias ndo-euclideanas e geometria
n—dimensional, usando determinantes como elemento essencial.
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idéntica. No entanto, somente trés anos mais tarde introduziu-se o conceito de soma
e produto de matrizes por escalares, dando énfase para as propriedades algébricas
dessas operagoes.

Segundo destaca Nogueira (2013), Giuseppe Peano (1858-1952) publicou em
1888 uma definicdo axiomatica do que ele chamou de “sistema linear”, que foi conside-
rada a primeira definicdo axiomatica de um espaco vetorial, mas a teoria de espacos
vetoriais ndo foi desenvolvida antes de 1920.

Recentemente, Lopes (2018) construiu novos exemplos de espacos vetoriais
considerando como ponto de partida um espaco vetorial inicial. Em seu trabalho faz-se
uso de bijecdes para a construcdo. Na verdade estas ideias estdo fundamentadas no
teorema do isomorfismo para espagos vetoriais.

Inspirados pelo trabalho de Lopes (2018) e por um exemplo do tipo grafico
(parabola) que pode ser visto em Steinbruch e Winterle (1987), Rufino e Naveca
(2021) construiram novos exemplos de espacos vetoriais do tipo gréafico utilizando
os ambientes R? e R3. Além disso, eles tratam sobre subespacos do tipo gréafico e
ortogonalidade.

Neste trabalho mostraremos como construir transformacdes lineares em espa-
cos vetoriais cujas estruturas sdo obtidas via bijecbes com um espaco vetorial inicial e
em particular nos espacos vetoriais do tipo grafico. Veremos que as transformacoes li-
neares estao intimamente relacionadas ao modo como foram construidas as operagdes
de adicdo e multiplicacao por escalar.

O Capitulo 1 é a introducéo do trabalho, onde procuramos fazer uma panorama
e detalhar o que foi feito em cada um dos capitulos posteriores.

Na Capitulo 2 foi feita uma abordagem de assuntos que serdo necessarios para
a compreensao do objetivo principal do nosso estudo. Esta abordagem é concentrada
no estudo de espacos vetoriais, onde sdo apresentados conceitos e exemplos, além
de mostrar como é feita a construcdo das novas estruturas de espaco vetoriais, 0
que sera de grande importancia para o nosso estudo. Essas construgdes sao feitas
através de bijecdes entre espacos vetoriais e conjuntos ndo vazios, sendo possivel
definir operagdes nesses conjuntos de modo que se obtenha uma estrutura de espaco
vetorial. Além disso, também é possivel definir novas estruturas em espacos vetoriais,
possibilitando dar a um mesmo conjunto mais do que uma estrutura de Espacgo Vetorial.
Nesta secao também exploramos os conceitos de métricas, produto interno e norma.

No Capitulo 3 trabalhamos as transformagdes lineares nas novas estruturas
de espacos vetoriais. O capitulo € dividido em secdes, onde cada uma trata de um
espaco vetorial, e dentro de cada secao sao trabalhados os casos particulares dessas
transformacées lineares. E possivel ver que as transformacdes nas novas estruturas
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estdo diretamente ligadas a maneira que elas estao definidas nos espagos vetoriais
iniciais. Desse modo, mostramos como obter varias transformagdes lineares em no-
vas estruturas utilizando transfomacodes lineares conhecidas nos espagos vetoriais
conhecidos.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo apresentaremos alguns conceitos e resultados necessarios para
a compreensao dos capitulos posteriores.

2.1 ESPACOS VETORIAIS

Definicao 2.1.1. Seja £ um conjunto ndo-vazio, sobre o qual estdo definidas uma
operacdo de adicao
+:ExXFE— F

(u,v) — u+tv

e uma operacao de multiplicagcdo por escalar

RXxE— F.

(047U) — a-u

A estrutura (E, +, -) € chamada de espaco vetorial real (ou espago vetorial sobre
R) se forem verificados os seguintes axiomas:

A) Em relacdo a adicdo:

A) (u+v)+w=u+(v+w),Vu, v, wek
As) u+tv=v+4+uVu, vekE

A3) 30 e EVNue E,u+0=u

Ay Vue E,I(—u) € V,u+ (—u) =0

M) Em relacdo a multiplicacédo por escalar:

YVu,ve EFeVa ER

M) (af)u = a(Bu)

M) (a+p)u=au+ fu
M;) a.(u+v) = au+ av
M) lu=wu

Exemplo 2.1.1. O conjunto R* = {(z,y)/z,y € R} com as operagbes de adigdo e
multiplicagdo por um numero real definidas por

(z1,91) + (2, 92) = (21 + 22,41 + 1)
Q- (I,’y) - (Oé‘l’,()é'y)
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constitui o espago vetorial (R?, +,-). Chamaremos este espago vetorial de espago
R? candnico. Para mais detalhes sobre este espago vetorial o leitor podera consultar
Steinbruch e Winterle (1987).

A Figura 1 mostra uma representagcdo geométrica do espaco R>.

Figura 1 — Espaco Vetorial R?

y

Fonte: Autor

2.1.1 Subespaco vetorial

Definicao 2.1.2. Um subconjunto ndo-vazio S de um espacgo vetorial E constitui um
subespaco vetorial de E quando for munido das operacées de E e forem satisfeitas as
condigbes:

i) Para quaisqueru,v € S, tem-seu + v € S.
ii) Para quaisquer o € R, u € S, tem-se a.u € S.
Em outras palavras é um subconjunto ndo-vazio fechado para a soma e multiplicagcdo

por escalar.

Exemplo 2.1.2. Seja (R?, +, ) 0 espaco vetorial do Exemplo 2.1.1. O subconjunto S =
{(x,y) € R?/y = 22} constitui um subespaco vetorial (S, +, -) de (R?, +,-).

De fato: note que S # 0, pois (0,0) € S. Além disso, para v = (z1,21,) €
v = (z9,2x9) pertencentes a S, tem-se:

i) utv = (r1+x9, 2x1 +21) = (21 +22,2(x1+122)) € S, pois a segunda componente
de u + v é igual ao dobro da primeira.
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i) a-u=a(xr,2r) = (a-21,2(a-21)) € S, pois a segunda componente de o - u €
igual ao dobro da primeira.

A Figura 2 mostra uma representagdo geomeétrica do subespacgo vetorial (S, +, )

Figura 2 — Subespaco S de R?

y

21 |- — — o (x1,2x1)

Fonte: Autor

De modo geral, qualquer subespaco no trivial S do espago R? candnico é
constituido por uma reta que passa pela origem (0,0). Em notagéo simbdlica

S ={(x,y) € R%y =azx +b, coma,bc R}

2.1.2 Métrica e espaco métrico, norma e produto interno

Um conceito que utilizaremos em nosso trabalho é o conceito de métrica. Nesse
sentido, temos a seguinte definicdo, que pode ser vista em Lima (1983).

Definicao 2.1.3. Uma métrica num conjunto M # () é uma fungdo d : M x M — R,
que associa a cada par ordenado de elementos x,y € M um numero real d(z,y),
chamado a distancia de x a y, de modo que sejam satisfeitas as seguintes condi¢cbes
para quaisquer x,y,z € M:

D,) d(z,x) =0;

D,) Se x # y entdo d(z,y) > 0;

DS) d(I,y) = d(y,JZ),

Dy) d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2).
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As condicdes D; e D, nos dizem que d é uma fungdo nao negativa. A condicao
D, é chamada de desigualdade triangular.

Exemplo 2.1.3. Seja R?® = {(x,vy,2)/x,y,2 € R} o conjunto das ternas de numeros
reais. Se u = (v1,y1,21) € v = (v2,Ys, 20) S0 elementos de R3, entdo a fungdo d :
R3 x R?* — R definida por d(u,v) = \/(931 —29)% 4 (y1 — y2)? + (21 — 22)? € uma métrica.
A demonstragéo deste fato pode ser vista em Lima (1983).

Um conceito importante neste trabalho € o de produto interno em um espaco
vetorial. A existéncia de um produto interno permite que seja definida uma métrica no
espaco. Sugerimos ao leitor consultar Lima (2018) e Steinbruch e Winterle (1987) para
mais informacoes.

Definicao 2.1.4. Chama-se produto interno no espaco vetorial E uma funcdo de
(-,-) : Ex E — R que a todo par de vetores (u,v) € E x E associa um numero real
(u,v), tal que os seguintes axiomas sejam verificados:

P) (u,v) = (v,u), Vu,v € E

Py) (u,v+ w) = (u,v) + {(u,w), Yu,v,w € £

P;) (a-u,v) =a-(u,v), Ve eR, Yu,veE

Py) (u,u) >0 e {u,u) =0 se, e somente se, w =0, ¥V u,v € E.

Exemplo 2.1.4. Seja (R?, +, ) 0 espago vetorial do Exemplo 2.1.1. Dados u = (x1, ) €
R? ev = (xq,y2) € R%, afungdo ( - ,- ) : R? x R? — R definida por

(u,v) = 2122 + Y112
€ um produto interno, chamado de produto interno usual ou candnico de R2.
De fato. Sejam u = (z1,31),v = (22, y2),w = (x3,y3) € R?, temos:
Py1) (u,v) = 2120 + Y192 = 1271 + 1291 = (v, )

Py) (u,v+w) = z1(z2+x3) +y1 (Y2 + y3) = 2102 + 125 + Y1y2 + y1ys = (2122 + 11y2) +
(5(]11‘3 + ylyS) = <u’ U> + <u7 w>

P3) (- u,v) = ar1xs + ay1ys = a - (x122 + 11y2) = a - (u, v)

Py) (u,u) = zym1 +yiyn = 23 +yf > 0 eax? +y? =0 se, e somente se, z; =0 ey, =0,
ou seja, u = (0,0).
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Exemplo 2.1.5. Seja (R? +,-) o0 espago R? canbnico. Dados v = (z1,y;) € R? e
v = (z2,y2) € R?, afungdo ( ,) : R* x R? — R definida por

(u,v) = 3x129 + Y192
€ um produto interno.
Sejamu = (x1,11),v = (22, y2),w = (v3,y3) € R?, temos:
P) (u,v) = 3x129 + 4y1y2 = 3x2x1 + 4yoy1 = (v, u)

Py) (u,v+w) = 3x1(z2 + x3) +4y1(y2 +y3) = 37122 + 30123 + 4y1y2 + 4y1y3 = (3w172 +
dy1y2) + (Bz1xs + 4yhys) = (u,v) + (u, w)

P3) (- u,v) = 3azixs + dayys = a - (3z122 + 44192) = « - {u, v)
Py) (u,u) = 3z121 + dy1y1 = 323 + 4y? > 0 e 322 + 492 = 0 se, e somente se, v, =0 e
y1 = 0, ou seja, u = (0,0).
A seguir damos a definicdo de norma, a qual pode ser vista em Lima (1983). As

normas em espacos vetoriais permitem que sejam definidas métricas nesses espagos.

Definicao 2.1.5. Seja £ um espaco vetorial real. Uma norma em E é uma fung&o real
||.|| : E — R, que associa a cada vetor v € E o numero real ||u||, chamado a norma
de u, de modo a serem cumpridas as condi¢cdes abaixo para quaisquer u,v € E e \
escalar:

N1) Sewu # 0 entdo ||ul| #0;

No) A~ ull = [A] - fful];

Ns) [[u+vl] < lul| + [[v]]-

Exemplo 2.1.6. Se £ é um espaco vetorial munido de um produto interno (. ,.) :
E x E — R, podemos obter uma norma em E definindo-se

||lul| = +/(u,u), para todou € E.

Para a prova deste fato, sugerimos ao leitor consultar Lima (1983). Se E = (R? +,-) é
0 espago R? candnico com o produto interno dado no Exemplo 2.1.4 e u = (x,y) € R?,

entao ||ul|| = /(u,v) = /x? + y>. Em particular se u = (3, —4), temos que

lJull = /{u,u) = /32 + (—4)2 = VO + 16 = V25 = 5.
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2.1.3 Vetores ortogonais

De posse de um produto interno podemos definir a ortogonalidade de dois
vetores do espaco. E o que consta na seguinte definicao.

Definicao 2.1.6. Seja £ um espaco vetorial com produto interno. Dois vetores u,v € E
s&o ortogonais quando (u,v) = 0.

Representa-se u L v dois vetores u e v ortogonais.

Exemplo 2.1.7. Os vetores u = (2, 3) ev = (—3,2) sdo ortogonais em R* com o produto
interno usual dado no Exemplo 2.1.4, pois:

(u,v) =2(-3)+3(2) =—-6+6=0.

2.2 NOVAS ESTRUTURAS DE ESPACOS VETORIAIS

Apresentaremos algumas estruturas de espacos vetoriais sobre as quais es-
tudaremos as transformacoes lineares. O seguinte resultado foi obtido por Rufino e
Naveca. Com este resultado eles costruiram exemplos de espagos vetoriais do tipo
grafico. Para mais detalhes o leitor pode consultar Rufino e Naveca (2021).

Teorema 2.2.1 (Rufino, Naveca). Sejam (E, +,-) um espaco vetorial n-dimensional, X
um conjunto ndo-vazio e T : E — X uma aplicagdo. Entédo, o grafico de T' possui uma
estrutura de espaco vetorial n-dimensional.

Demonstragéo. A prova desse resultado consiste em munir o grafico G(7') com uma
operacao de adigdo e outra de multiplicacédo por escalar, satisfazendo as condicées
de espaco vetorial. Dados u,v € E e X € R, utilizaremos a notagao u + v para indicar
a adicao e \u para indicar a multiplicacdo por escalar, respectivamente, em E. Além
disso, os simbolos & e © serdo utilizados, respectivamente, para denotar a adi¢ao
e a multiplicacdo em G(T'). A operacao de adicao @ : G(T') x G(T) — G(T) e ade
multiplicagé@o por escalar © : R x G(T') — G(T') serao definidas por

(uvT(u)> D (U7T(U)) = (u + v, T(U’ + U))a

AO (u,T(u) = (A-u, T(N-u)).

Verificaremos que sao satisfeitas as propriedades de espaco vetorial.

Dados u = (u, T'(u)),v = (v,T(v)),w = (w, T(w)) € G(T) e a, f € R, temos:
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1. Associatividade:

2. Comutatividade

u®v = (u,T(w) @ (v, T(v))
(u+0,T(u+v))
yT(v+u))

T(v)) ® (u, T(u))

3. O elemento nulo é dado por 0 = (0,7'(0)) € G(T). De fato:

0 (u, T(u)) = (0,7(0)) ® (u, T(u))
=0+u,TO0+u) = (u,T(u)).

4. O simetrico do elemento u = (u, T'(u)) € G(T') é dado por —u = (—u, T(—u)). De
fato:

5. Associatividade

(a-B)ou=(a-B)o (u,T(u))
((a-B)-u,T((a-B) - u))
a-(B-u),T(a- (8- u)))
© (8- UT( u))
© (8O (u,T(u)))
© (8O ).

(%

I
Q

o



Capitulo 2. Preliminares 18

6. Distributividade da multiplicacao

(a+B)Ou=(a+p8)o (u,T(uv))
((a+8)-u,T((a+ B) - u))
(a-u+pB-uT(a-u+p-u))
(a-u,T(a-u)d (B -u,T(B-u))
=a0® (u,T(w)® B (u,T(u))
=a@Qudboeu.

7. Distributividade da soma

(u, T(u)) ® (v, T(v)))

u+v,T(u+v))

— (o (utv),T(@- (u+v)))

=(a-u+a-v,T(a ut+a-v))
(a-u,T(a-u) @ (o -v,T(a-v))

=a0 (u,T(u)dao (v,T(v))

=aQubabdv.

a®(udv)=a6
® (

8. Multiplicacao pela unidade

1Oou=106 (u,T(u))
=1 -u,T(1-w))
= (u, T'(u))

:u’

para qualquer u € G(T)).

Os dois proximos exemplos foram dados por Rufino e Naveca (2021).

Exemplo 2.2.1. O Paraboloide V = {(z,y,z) € R3/z = 22 + y?} pode ser dotado com a
estrutura de espago vetorial fornecida pelo Teorema 2.2.1. E imediato ver que V = G(f)
onde f : R?* — R é a fungdo definida por f(x,y) = 2* + y*. As operagbes em (W, ®, ®)
s&o definidas da seguinte forma:

(z, 9,22 + ) ® (z,w, 2° + W) = (z + 2,y + w, (x4 2)° + (y + w)?)
AO (z,y,2° +y7) = (A2, X -y, X2 (2® + 7).

Na Figura 3 temos uma representacao geomeétrica de V.
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Figura 3 — Gréfico de f(z,y) = 2% + 2.

Fonte: Autor

Exemplo 2.2.2. Consideremos a fungdo f : R? — R definida por f(z,y) = e**¥. O
gréfico de f é o conjunto W = {(x,y,e*™V)/x,y € R}. Pelo Teorema 2.2.1, G(f) =W
pode ser dotado com uma estrutura de espaco vetorial. As operagbes & e © em W s&o
definidas da seguinte forma:

Sejam u = (x,y,e*V) e v = (z,w,e*™™) pertencentes ao espago vetorial W,
temos que

u®v = (x+2,y+w, TTVTETV)

AXou = (A-z, -y, @),
O vetor nulo de W € o elemento 0 = (0,0,1) e o simétrico de u = (x,y,e" V) é 0

elemento —u = (—x, —y, e~ @), A Figura 4 mostra uma representagdo geométrica de
W.

Figura 4 — Grafico de f.

Fonte: Autor.

O seguinte resultado foi apresentado por Lopes em sua dissertagédo de mestrado.
Com este resultado ela construiu novos exemplos de espacgos vetorias considerando
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bijecdes ¢ entre um espago vetorial £ e um conjunto F. Para mais detalhes o leitor
pode consultar Lopes (2018).

Teorema 2.2.2 (Teorema da Estrutura). Sejam F' um conjunto ndo-vazio arbitrario e
(E,+, ) um espaco vetorial sobre o corpo K. Se existe uma fungéo bijetora p : E — F,
entdo podemos definir as operagbes & e © em F de modo que (F,®,®) seja também
um espaco vetorial sobre o corpo K.

As operacbes & e © em F sdo definidas da seguinte forma: Sendo u,v € F

udv = (u)+¢'(v)

e para quaisquero € K eu € F,
a®u=pla- o ().

O espaco vetorial que veremos neste exemplo foi apresentado por Steinbruch e
Winterle (1987).

Exemplo 2.2.3. SgjaR" = {(z,y) € R*;x > 0 ey > 0} com as operagdes definidas da
seguinte forma: dados u = (z,y) e v = (z,w) pertencentes aR"™ e X € R,

udv= (- z,y w),

AOu= (2" y").

Mostraremos que essas operagbes sdo induzidas por uma bijecdo
o R? - Rt x RT. A aplicagdo o : R? — RT x R definida por p(z,y) = (e*,e¥)
€ uma bije¢ao cuja a inversa ¢! : R x Rt — R? é dada por o' (x,y) = (Inz,Iny).
Pelo Teorema 2.2.2 podemos dotar Rt x R* de uma estrutura de espago vetorial.

Dados u = (z,y) e v = (z,w), obtemos

Pl (W) + o7 (v) = 0™ (2,y) + ¢ (z,w))
((Inz,Iny) 4+ (Inz,Inw))
=¢(lnz+Inz,Iny+Inw)

_ (elmatin) (nytinw))

— elnmelnz’ elnyelnw)
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Além disso,

(Ao (W) = (X ¢ (z,y))
A (lnxlny))

(A~
(
(A-Inz, A-Iny)
(

¥
¥
o(lnz*, Iny?)

z lny)

= (e"”
= (% y")

=A0Ou

O vetor nulo de (R x Rt &, ®) € dado por o(0) = (1, 1) e o simétrico de um elemento

u = (z,y) € R x R* é dado por —u = (2, 7) Por exemplo, na Figura 5 & possivel
observar o ponto u = (2, £) e o seu simétrico —u = (3,5).

Figura 5 — Ponto u e seu simétrico com relacdo a origem de Rt x R*

Fonte: Autor.

O préoximo exemplo foi apresentado por Lopes (2018) e se baseia aplicacao ¢
entre a esfera menos o pélo norte e o plano R?, chamada projecédo estereogréfica via
pdlo norte.

Seja 5? = {(z,y,2) € R*/ 2*+y*+2* = 1} aesfera unitdariaem R* e N = (0,0,1)
0 seu polo norte. Vamos deduziar a expressdo de uma bijecdo entre S? — {N} e o
plano R?, chamada de projecdo estereogréafica via polo norte. Ao identificarmos o
plano R? com o plano z = 0, a projecdo estereografica via polo norte associa cada
ponto P € S? — {N} ao ponto ¢(P) da semirreta NP que encontra o semiplano z = 0,
conforme mostra a Figura 6.
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Figura 6 — Projecéo estereografica via polo norte

Fonte: Autor.

Seja P = (z1,79,73) € S? — {N}. Um ponto da semirreta NP possui a forma
(1—-t)N +tP comt > 0. Note que

(1= )N +tP = (1 — £)(0,0,1) + t(21, 2, 73)
= (0, O, 1-— t) + (tZEl,t.CEg,tIg)
= (twy, txg, (1 — 1) + x3).

Desejamos determinar um ¢ > O tal que (1 —¢t) + 23 = 0. Mas (1 —t) + 23 = 0 se, e
somente se, t = ——. Substituindo esse valor na expressao anterior obtemos

T3’

T T2
1-t)yN+tP=———,———,0].
( N + (1—x3’1—x3’ )

Por identificagdo de R? x {0} com R?, definimos a aplicagédo ¢ : S? — { N} — R? por

( ) ( 1 T )
T1,To,x3) = | ——, ,
Pp(T1, T2, X3 -3 1— 15

chamada de projecao estereografica via polo norte.

Exemplo 2.2.4. Sejam S? = {(z1,72,73) € R32? + 23 + 22 = 1} a esfera unita-
ria bidimensional e N = (0,0,1) € S? o seu pdlo norte. A projecdo estereogréfica
¢ : S? — {N} — R? expressa pela relagdo

T i)

v plw) = (-

L — 1)7 comz = (x1,x2,73)
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estabelece uma bijegcdo entre S? — { N} e o espago euclidiano R?, cuja a inversa é dada
pela aplicagdo o' : R* — 5% — { N'} definida por

_ 211 2y y2+y2—1

1 1 2 2

® (y)z( : : >,0nde y = (y1,42) € R
vty + Ui+ + 1y g +1

Como (R?, +,-) é espago vetorial e o é uma bijecdo, entio pelo Teorema 2.2.2,
podemos estabelecer em S? — { N} uma estrutura de espago vetorial com as operagoes
& e @ definidas da seguinte forma.

Dados u = (uy,us, uz),v = (v1,ve,v3) € S* —{N} eX€R
(u@v) = o ' (pu) + ())
_ -1 U . (%1 . (%)
- <( U3—1 U3—1)+< ’1}3—1’ U3—1)>
(- et w1
3—]_ ’03—1 3—]_ Ug—l

_ 90—1 ( _ U1(713 - 1) + Ul(U3 — 1) u2(U3 — 1) + U2<U3 — 1))

-1

= ¢

(ug — vz —1) (uz —1)(vs — 1)

_< —2a —23 a2+52—1>
a2+ R4+ 241 a2+ B2 1)

_ ui(vz—1)4vi(uz—1) _ u2(vz—1)4wva(uz—1)
com o = (ug—1)(v3—1) ep= (uz—1)(v3—1)

Se fizermos u & v = (wy, we, w3), €Nt4o

—2(u1(vg — 1) + 'Ul(U,3 — 1))(U3 — 1)(U3 — 1)
(u1(vy = 1) +vi(ug — 1))? + (ug(vz — 1) + va(uz — 1)) + ((uz — 1)(vz — 1))?
((=2(u1(vs — 1) + vy (ug — 1)) (ug — 1) (vs — 1)) [(F 4 u3)(vs — 1)* +

(= (

2(uyv1 + ugvy) (ug — 1)(vs — 1)(vF 4 v3) (us — 1)* + ((us — 1) (vs — 1))
(— (
(

= ((=2(wi(vs = 1) + i (ug — 1)) (uz — 1)(v3 = D)[(1 — uz)*(vs — 1)° +
2(u1v1 + ugva)(uz — 1) (v — 1) + (1 —v3)?(us — 1)* + ((uz — 1)(vs — 1))?] 7"
—2(uy(vg — 1) + v1(ug — 1))
(14 u3)(1 —v3) + 2(ugvy + ugve) + (1 + v3)(1 — uz)((ug — 1)(vz — 1))
(=2(ur(vs = 1) + vi(uz — 1))
(14 u3)(1 —v3) + 2(urv1 + ugve) + 2(1 — ug)’
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w3z =

. ((Ul(vg — ].) + Ul(U3 — ].)

—2(U2(U3 - 1) + UQ(Ug - 1))(U3 — 1)(1}3 — 1)
1(7]3 — 1) + ’U1<U3 — 1))2 + (U2<U3 — 1) + UQ(Ug — 1))2 + ((U3 — 1)(1]3 — 1))2
2(ug(vs — 1) + va(usz — 1)) (uz — 1) (vs — 1)) [(u] + u3)(vs — 1) +

(
uy vy + upv) (ug — 1)(vs — 1)(0F + v3)(us — 1)* + ((us — 1)(vs — 1))
(

(u
(

2

(—
(

= ((—2(ua(vs — 1) + va(us — 1)) (us — 1)(vg — 1))[(1 — ug)?*(vs — 1)* +
(

2(u1v1 + uva)(uz — 1) (v — 1) + (1 — v3)?(us — 1)* + ((uz — 1)(vs — 1))?] 7"
—2(ug(vg — 1) + vo(ug — 1))
(1 +u3)(1 —v3) + 2(ugvy + ugwa) + (1 + v3)(1 — ug)((ug — 1)(vz — 1))’
(—2(uz(vs — 1) +va(uz — 1))
(14 u3)(1 —v3) + 2(uv1 + ugve) + 2(1 — ug3)

(u1(vs = 1) +v1(ug — 1))* + (ug(vs — 1) +va(ug — 1)) = ((ug — 1)(vs — 1))?
(ui(vs = 1) +vi(ug — 1))* + (ua(vs — 1) + va(ug — 1)) + ((us — 1)(vs — 1))?
((ur(vs — 1) + 1 (us — 1))* + (ua(vs — 1) + va(us — 1))* — ((ug — 1)(vs — 1))?)
[(u1(vs — 1) + v1(ug — 1)) + (ua(vs — 1) + va(uz — 1))* + ((us — 1)(vs — 1))
((ur(vs — 1) + v1(us — 1))* + (ua(vs — 1) + va(ug — 1))* — ((uz — 1)(vs — 1))?)
[(ur(vs — 1) 4+ v1(ug — 1)) + (ua(vs — 1) + va(uz — 1))* 4 ((us — 1)(vs — 1))
(up(vg — 1) +v1(ug — 1))* + 2

_l’_

?+ (u2(vs — 1) +va(us — 1))° —

(ur(vg — 1) +v1(ug — 1))? + (uz(vs — 1) + vo(ug — 1))2 +
)? 4 (up(vs — 1) + vo(us — 1)

+ (ug(v3 — 1) 4+ vo(uz — 1)) + ((u3 —1)(v3 —1))2°

_ N
no

(ul(’Ug — ].) + Ul(U3 — ].))

—2(uy (v — 1) + vy (uz — 1))
N (1+U3)(1 —vg)+2(ulvl +U21)2)+2(1 —7,1,3>7
—2<UQ(U3 — 1) + UQ(US — 1))
(1 —|— U,3>(1 — U3) —|— 2(U1’U1 + UQUQ) —f- 2(1 — u3)’
(ur(v3 — 1) +vi(ug — 1))* + (uz(vs — 1) +va(us — 1)) — ((us — 1)(vs — 1))°
(ur(vz — 1) +v1(uz — 1))2 + (ug(vs — 1) + vo(uz — 1))2 + ((ug — 1)(vz — 1))? |

A operacéao de multiplicagdo por escalar obtem-se fazendo

Aou = ¢ (Ap(u))

| I
- ¥ ()\( U3—1’ U3—1>)
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. —2)\U1 (Ug — 1)2 —2)\’&2 (U3 - 1)2
o\ (us — D) N2(ud 4+ ud) + (us — 1)27 (uz — 1) AN2(u? +ud) + (uz — 1)2’

N (uf +u3) — (ug — 1)
A2(u? +u3) + (uz — 1)2

B —2Auq (ug — 1) —2Aug(ug — 1) N1 —ul) — (ug —1)?
= \ =) + (05— 02 V(1= ) + (s — 12 N1 — ud) + (us — 1
o —2)\U1(U3 — 1) —QAUQ(Ug - 1)

o\ =A2(us — D(us + 1) + (uz — 1)27 =A2(uz — 1) (uz + 1) + (ug — 1)’

AX(1 = u2) — (uz — 1)2)
A2(1—u3) + (us — 1)

_ —2)\uy —2\ Uy A1 —u?) — (uz —1)2
= R D s 1) SN 1) + (s — 1) (1= u2) + (us — 12 )

Com as operagbes & e © obtidas, (5* — {N},®,®) é um espago vetorial.

O elemento neutro de S? — { N} é o elemento ¢=*(0) = (0,0,—1) e o elemento
oposto de u = (uy, us, u3) € definido por

e (—p(u) = ¢ H(—p(uy,u,uz))

AT
4 ’LL3—17U3—1

_ u2$u_11 u25u_21 (u?i1)2 + <u:il>2 -1
(252 + () + 1 () + ()2 + 1 ()2 + ()2 + L
2u1q 2ug U12+u22 _ 1
. usz—1 uz—1 (U3*1)2 )
- w12 Lus2 ) w2 tun? ? w2 tuo?
(is—tl)22 1 (71A?>—~—_1)22 +1 (”is—tl)22 +1
2u4 2us z1 2 tup? —(uz—1)?
_ ug—1 uz—1 (ug—1)2
o w1 tug?+(uz—1)2 7 w1 ?Fus?+(uz—1)2 7 2124us?+(uz—1)2
(uz—1)2 (uz—1)2 (uz—1)2
. 2u1(u3 — 1) 2.%'2(’&3 — 1) $12 + ’UQ2 — (Ug — 1)2
N 1’12 + ’LL22 + (U3 — 1)2’ .1'12 + U22 + (u3 — 1)27 33'12 + UQ2 + (U3 — 1)2
[ 2ui(ug — 1) 2up(uz — 1) —2us® + 2ug
N —2us+2 " —2u3+2  —2u3+2

- (—U1, —UQ,U:),)
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Inspirados pelo trabalho de Lopes (2018), Rufino e Naveca (2021) apresentaram
0 seguinte resultado, o qual mostra como modificar a estrutura de um espaco vetorial
do tipo gréfico.

Teorema 2.2.3. Sejam (E,+,-) um espacgo vetorial, f : E — X uma aplicagdo e
¢ E — E uma bije¢do. Entdo, o conjunto

W =G(f) ={(v, f(v));v € E}

possui uma estrutura de espaco vetorial com as operagées de adicdo e multiplicacdo
por escalar definidas por:

(u, f(w) @ (v, f(v)) = (e~ (u) + 71 (v)), flle™ (u) + ¢ (v)))
2O (u, f(u) = (A~ (w), fle(Ap™ (1))

Como podemos ver nos Teoremas 2.2.2 e 2.2.3, as bijecées podem induzir
operagdes de espaco vetorial em conjuntos especificos. A seguinte proposicao, apre-
sentada por Rufino e Naveca, mostra como bije¢ées podem induzir um produto interno
e consequentemente uma nocao de angulo entre vetores em tais conjuntos. Com o
produto interno definido, € possivel estabelecer uma norma. Para mais detalhes o leitor
pode consultar Rufino e Naveca (2021).

Proposicao 2.2.1. Dado um espaco vetorial finito dimensional (E, &, -) com produto
interno (-,-) e X um conjunto ndo-vazio. Se ¢ : E — X é uma bije¢do entdo, define-se
um produto interno em X pondo-se:

(u,v)x = (p ' (u), o ' (v)) parau,v € X (2.1)

Além disso, esse produto interno induz em X a norma

Jullx = \/(u, u)x (2.2)

Essa norma induz uma métrica em X pondo-se, parau,v € X,

dx (u,v) = [lu = v|x. (2.3)

2.3 RETAS EM ESPACOS VETORIAIS

Nesta subsecéo estudaremos o conceito de reta em espacos vetoriais. Para
mais detalhes sugerimos ao leitor consultar Lima (2018) e Rufino e Naveca (2021).
Temos a seguinte definicdo para retas em espacos vetoriais.
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Definicao 2.3.1. Em um espaco vetorial (E,+,-), a reta r que contém os vetores u e v
de E é, por definicdo, o subconjunto

={(1—-t)u+tv;te R} CE.

Exemplo 2.3.1. SejaV = {(z,y,2* + y*);z,y € R} o paraboloide do Exemplo 2.2.1.
Sejam os pontos A = (1,0,1) e B = (1,2,5) pertencentes V. A reta s que contém o0s
pontos A e B é dada por

S

{1-2)®(1,0,1)®z6 (1,2,5);x € R}
{1 -2,0,(1-2)%) @ (z,2z,52%); 2 € R}
{(1,22,42* + 1); 2 € R}.

A Figura 7 mostra uma representacdao geométrica da reta s.

Figura 7 — Reta s

e - — — == — — & — - ——

Fonte: Autor

Exemplo 2.3.2. Sejam (R™ x R, ®,®) o espago vetorial do Exemplo 2.2.3 e
A=(2,3) e Rt x R*. A retar que passa pela origem de R* x Rt e por A é dada por

r={1-2)01,1)®z06(2,3);x € R}
(1,1) @ (2%,3%); 2 € R}

{
{(2%,3%);z € R}.

A Figura 8 mostra uma representacdo geométrica da retar.
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Figura 8 — Reta r

0 1 2 3

Fonte: Autor

Exemplo 2.3.3. Sgjam (S? — {N},®,®) o espago vetorial do Exemplo 2.2.4 e
A = (1,0,0) e B = (0,1,0) pertencentes a (S* — {N},®,®). A reta r que passa
pelos pontos A e B é dada por

r={(1-2)®(1,0,0) @z ® (0,1,0);z € R}
2(x —1) 2 —2x 2z a:2—1>
- 0 0, L T ). GR}
{(—x2+2x—2’ ’x2—2x+2)@( 21l a2+1)"

{( —x+1 x 2 —x ) eR}
= - .
22—+ 1'22—2+122—2+1)

A Figura 9 mostra uma representacdo geométrica da retar.

Figura 9 — Reta r passando pelos pontos A e B.

Fonte: Autor

Observe que a reta se aproxima indefinidamente do polo norte.
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2.4 TRANSFORMAGOES LINEARES

Nesta subsecao apresentaremos a definicao de transformacéo linear, exemplos
e resultados que sao importantes para a compreensao do nosso estudo. Destacamos
que o estudo de transformacdes lineares é o principal objetivo do nosso trabalho.

Definicao 2.4.1. Sejam (V.+,:) e (W,®,®) espagos vetoriais. Uma aplicagdo
T :V — W é dita uma transformacéao linear de V-em W se, para quaisquer u,v € V e
a € R, sdo satisfeitas as seguintes condicées:
) T(u+v)=T(u)®T(v)
i) T(a-u) =a6T(u).
A seguir apresentamos algumas transformagdes lineares classicas no espago
R? candnico.

Exemplo 2.4.1. Seja (R?, +,-) 0 espago vetorial do Exemplo 1. A aplicagao
T : R? — R? definida por T'(z,y) = (ax, ay) é uma transformagéo linear.

Observe que

T (x,y)|| = |[(ax, ay)|| = \/a?2? + a2y? = |af/ 22 + 42 = |of [[(z,y)]].

Assim:

Se |a| > 1 entdo |a| ||(x,y)|| > ||(z,y)||. Neste caso dizemos que T dilata o vetor
(x,y). A Figura 10 mostra uma situagdo em que o = 2.

Figura 10 — Dilatag&o do vetor

Fonte: Autor
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Se |a| < 1, entéo |a] ||(z,y)|| < ||(z,y)||- Neste caso dizemos que T' contrai o
vetor (x,y). Veja a Figura 11.

Figura 11 — Contragéo do vetor

Y

Fonte: Autor

Sea =1,T é a transformacao identidade;
Se o < 0,T troca o sentido do vetor, dilatando se |«| > 1 ou contraindo se |a| < 1.

Exemplo 2.4.2. Seja (R?, +,®) o espago vetorial do Exemplo 1. A aplicagao

T : R? — R? definida por T'(z,y) = (z + ay,y) é uma transformagéo linear. Esta
transformacdo é chamada de cisalhamento na direcdo x. A Figura 12 mostra a agcao de
T no retangulo OAC'B no caso em que o = 2.

Figura 12 — Cisalhamento

Fonte: Autor

Observe que o cisalhamento preserva a area de OABC.

Exemplo 2.4.3. Seja (R?, +,®) o espaco vetorial do Exemplo 1. A aplicagao

Ry : R? — R? definida por Ry(z,y) = (zcosf — ysin 6, zsin + ycos) é uma trans-
formacéo linear. Esta transformacdo é chamada de rotacdo em torno da origem no
sentido anti-horario. A Figura 13 mostra a agdo de Ry para o caso em que 0 = 7
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Figura 13 — Rotagao em torno da origem.

y

(z,9)

Fonte: Autor

Exemplo 2.4.4. A aplicagdo T : R*> — R? definida por T'(z,y) = (—z,—y) é uma
transformacao linear. Esta transformacéo linear representa a reflexao em torno da
origem. A Figura 14 mostra a acdo de T'.

Figura 14 — Reflexdo em torno origem

y

Fonte: Autor

2.4.1 Nucleo e imagem de uma transformacao linear

A seguir apresentaremos as definicdes de nucleo e imagem de uma transforma-
¢éao linear, além do Teorema da dimens&o. Para mais detalhes o leitor pode consultar
Steinbruch e Winterle (1987) e Lima (2018). Esses conceitos nos ajudarao a estabele-
cer uma relacao entre o nucleo e a imagem das transformacdes nos espacos vetoriais
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iniciais com o nucleo e a imagem das tranformacoes nas novas estruturas de espacos
vetoriais.

Definicao 2.4.2. Chama-se nucleo de uma transformacgéo linear T : V. — W ao
conjunto de todos os vetores v € V' que s&o transformados em 0 € W. Indica-se esse
conjunto por N(T'). Em notagdo matematica

N(T)={veV/T(v)=0}.
Observe que N(T) C V e N(T) # ), pois 0 € N(T).

Exemplo 2.4.5. O nidcleo da transformacgéo linear T : R* — R2, definida por
T(x,y) = (2z + 4y, z + 2y) é o conjunto

N(T) ={(-2y,y)/y € R}.
Veja que
T(z,y) =(0,0) & (22 + 4y, + 2y) = (0,0).

204+ 4y =0

Logo, devemos ter { Resolvendo este sistema, obtemos © = —2y. Isso

r+2y=0
prova nossa afirmagéo. Veja que esse conjunto representa uma reta de R? que passa
pela sua origem. A Figura 15 mostra a representagdo geométrica de N (T)).

Figura 15 — Representacédo de N(T')

N

y

N(T)

Fonte: Autor

Definicao 2.4.3. Chama-se imagem de uma transformacgéo linearT : V — W ao
conjunto de todos os vetores w € W que sdo imagens de pelo menos um vetorv € V.
Indica-se esse conjunto por Im(T'). Em notagdo matematica,
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Im(T) ={we W/T(v) =w para algumv € V'}.

Note que Im(T) C W e Im(T) # 0, pois 0 = T(0) € Im(T).
Se Im(T) = W, T diz-se sobrejetora, isto é, para todo w € W existe pelo menos um
veVtalqueT(v) =w.

O seguinte exemplo pode ser visto em Steinbruch e Winterle (1987).

Exemplo 2.4.6. SgjaT : R* — R3 T(x,y,z) = (z,y,0) a proje¢do ortogonal do R?
sobre R? x {0}. A imagem de T definida por:

Im(T) = {(z,y,0) € R*/z,y € R}.
A Figura 16 mostra os pontos (z,y,z) e T'(x,y, z).

Figura 16 — Representacéo de Im(7T).

“e(xy.2)

i )

‘.‘_

R R

Fonte: Autor

O Teorema da dimensao ou Teorema do nucleo e da imagem é um resultado
classico da algebra linear, o qual apresentaremos a seguir. Para uma demonstragéo do
Teorema, o leitor pode consultar Lima (2018).

Teorema 2.4.1. Sejam V e W espacos vetoriais de dimensdo finita
eT :V — W uma transformacao linear. Entgo, dim(N(T)) + dim(Im(T)) = dim V.

A seguinte proposicdo nos mostra que uma transformacéo linear transforma
retas do espaco vetorial de saida em retas do espaco vetorial de chegada.
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Proposicao 2.4.1. Sejam (E,+,-) e (V,®,®) espacos vetoriais. Uma transformagéo
linearT : E — V transforma uma retar de E em uma reta T'(r) emv.

Demonstracdo. Seja r a reta de E que passa pelos vetores u e v. Entdo r € definida
por {(1 —t).u + tv;t € R}. Assim,

T(1-thu+tv)=T(1-t)w)dT(tv)=1-t)0T(uw)&te T(v).

Logo, T transforma a reta que passa pelos vetores u € v de E na reta que passa pelos
vetores T'(u) e T'(v) de V. O
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3 TRANSFORMAGOES LINEARES EM NOVAS ESTRUTURAS

Nesta secdo apresentaremos os resultados relativos as transformacdes lineares
em novas estruturas de espagos vetoriais, objetivo principal do nosso trabalho.

Como ponto de partida, estudaremos as transformacdes lineares nos espacos
vetoriais do tipo grafico, mencionados da Secao 2.2.

3.1 TRANSFORMAGCOES LINEARES EM ESPACOS VETORIAIS DO TIPO GRAFICO

O principal resultado desta secao € devido a Rufino (2022), o qual mostra como
construir transformagdes lineares em espagos vetoriais do tipo grafico.

Teorema 3.1.1 (Rufino). Sejam (E, +,-) um espago vetorial, L. : E — E uma transfor-
macgéo linear, F : E — X uma aplicacdo e G(F) = {(u, F(u)),u € E} o grafico de F
com as operacées definidas por

(u, F(u)) @ (v, F(v)) = (u+ v, F(u+v))
AO (u, F(u)) = (Au, F(Au)).

Entéo, a aplicacéo T : G(F) — G(F) definida por T'(u, F(u)) = (L(u), F(L(u)))
é uma transformacao linear.

Demonstragdo. Sejam u = (u, F(u)),v = (v, F(v)) € G(F) e A € R. Temos que:
i)
T(u®v) =T((u, F(u) & (v, F(v)))
=T(u+v),Flut+v))
= (L(u+v), F(L(u+v)))
(L(u) + L(v), F(L(u) + L(v)))
(

= (L(u), F(L(u)) © (L(v), F(L(v)))
=T(u)® T (v).
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i)

A sequir, apresentaremos algumas situag¢des especificas.

3.1.1 Transformacoes lineares no paraboloide

Nosso primeiro exemplo sera construido no paraboloide do Exemplo 2.2.1.

Seja V = {(x,y,2* + v*);x,y € R} o paraboloide com a estrutura de espago
vetorial dada pelas operacoes

(x,y,x2+y2) <) (z,w,z2+w2) = (3:+z,y+w,(x+z)2+ (y+w)2)
)\Q ($a3/7$2 +y2) = (()\ ' xv)‘ Y, )\2(33'2 _'_yZ))

Note que V é o gréfico da aplicagdo f : R?> — R definida por f(z,y) = z* + y*. As
transformacgdes lineares L : (R?, +,-) — (R? +,-) sdo da forma

L(z,y) = (ax + by, cx + dy),

onde a, b, c € d sS40 numeros reais. Assim, segue do Teorema 3.1.1 que a aplicacao
T :V — V definida por

T(x,y, 2> +y*) = (L(u), f(L(u))) = (ax + by, cx + dy, (azx + by)* + (cx + dy)?),

com a, b, c,d € R, € uma transformacéo linear em G(f).

A seguir, vamos explorar alguns casos particulares.

Exemplo 3.1.1. Se L : (R* +,-) — (R? +,) for dada por L(z,y) = (—z,—y), com
a=d=—1eb=c=0, obtemos a transformacgéo linearT : V — V definida por

T(z,y,2° +y*) = (—z,—y,2° + y*).

Esta transformag&o linear € a simetria em relagdo a origem (0,0, 0) do paraboloide. A
Figura 17 mostra o ponto (x,y, z) e sua imagem T (z,y, z).



Capitulo 3. TRANSFORMAGOES LINEARES EM NOVAS ESTRUTURAS 37

Figura 17 — O ponto (z, vy, z) e seu simétrico T'(x, y, z) em relagcdo a origem no parabo-
loide.

(@41, 2)

Fonte: Autor

Exemplo 3.1.2. Consideremos a transformacgéao linear do espaco vetorial (V, &, ®) para
ocasoemquea=d=0eb=—c= —1. Desse modo, obtemos a rotacao

Rz(z,y,2° +y°) = (—y,2,y" + %),

visto que foi utilizada a rotagdo L(x,y) = (—y,x) do espago R? candnico. A Figura 18
mostra os pontos v = (1,1,2) e T'(u) = (-1, 1, 2).

Figura 18 — Ponto « e sua imagem obtida através da rotagéo 7.

b~ ——h —— —— - — - —

£

B
e

!v..{

—_—

Fonte: Autor

3.1.2 Transformacoes lineares no espaco vetorial do Exemplo 4

Seja W = {(z,y,e""")/z,y € R} 0 espago vetorial do Exemplo 4. Note que IV é
o gréfico da aplicagdo f : R? — R definida por f(z,y) = e**¥, conforme mencionado
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no Exemplo 2.2.1. As transformagdes lineares L : (R?, +,-) — (R?, +,-) sdo da forma
L(z,y) = (ax + by, cx + dy),

onde a, b, c € d sS40 numeros reais. Assim, segue do Teorema 3.1.1 que a aplicacao
T : W — W definida por

T(z,y,e™™) = (L(u), f(L(w)))
= (az + by, cx + dy, ettt Hleetdy)y
com a, b, c,d € R, € uma transformacéo linearem W = G(f).

A seguir, veremos alguns casos particulares.

Exemplo 3.1.3. Se L : (R* +,-) — (R? +,") for dada por L(x,y) = (—z,—y), com
a=d=—-1eb=c=0, obtemos a transformacéo linearT : V — V definida por

T(x,y,e" ) = (—z, -y, e_(”y)).

Esta transformacg&o linear € a simetria em relagdo a origem (0,0, 1) do Espago Vetorial.
Dessa maneira, a distancia de (z,y,e" V) € (W, ®, ®) até a origem é a mesma distancia
de (—x, —y,e”@*Y) até a origem. Para a prova deste fato, definiremos uma métrica
adequada em G(f). Consideremos a bijegdo ¢ : R* — G(f) definida por

o(x,y) = (z,y, f(z,v)),

cuja ainversa o' : G(f) — R? é a projegdo no primeiro fator. Pela Proposigao 2.2.1,
define-se um produto interno em G( f) da seguinte forma:
Sejam (z,y,e"Y), (z,w,e*™") € G(f). Temos que:

<($a Y, ex-i-y)’ (27 w, €Z+w)>G(f) = <50_1(Z', Y, ea}-&-y)? 90_1<Z; w, €Z+w)>

= ((z,9), (z,w))

=xz + yw.

Além disso, esse produto interno induz em G(f) a norma

1@, 9, e lae = /{2,y €79), (@, 9, €54y
= /12 + y2.
Essa norma induz uma métrica em G(F') pondo-se, para (x,y,e* V), (z,w,e*t") € G(f),

)

dan((z, vy, "), (z,w, e x,y, ") D (—2, —w, 6_(Z+w))||G(f)

r—z,y—w, 6(1,_2)—‘_(y_w))||G(f)

:\/x—z)2+(y—w)2.
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Com isso temos que a distdncia da origem (0,0,1) até um ponto
(x,y,e") £ (0,0,1) é dada por

dG(f)((07 07 _1)7 (.7}, Y, em+y)) == ||(-’17, Y, €m+y)||G(f) =/ .’132 + y2.
Também temos que a distancia da origem (0,0,1) até T (z,y, e*tV) = (—x, —y, e~ @)
é dada por
da)((0,0,=1), (=, —y,e” ")) = ||(=z, —y, e ") |ap) = /22 + 42

Portanto, ds)((0,0,—1), (z,y,e"™¥)) = dg(5)((0,0, =1), T(x,y, " )).
A Figura 19 mostra os pontos u = (—1,—1,e72) e T(u) = (},1,¢2).

Figura 19 — Ponto u e seu simétrico em relacédo a origem.

Fonte: Autor

No proximo exemplo veremos transformagdes que determinam rotagdes em
torno da origem de (G(f), ®, ®).

Exemplo 3.1.4. Se considerarmos a =d =0 e b= —c = —1 obtemos a transformagédo
R% = (_y, Z, e_y—i—m)a

que é uma rotagdo de 7 no sentido anti-horario. Se a = d = —1 e b = ¢ = 0, obtemos a
transformacéao

R7T = (—LE, —-Y, e—(m—i—y)),
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que determina uma rotacdo © no sentido anti-horario. Por fim, se considerarmos
a=d=0eb= —c=1, obtemos a transformagéo

Rax = (y; -, ey—x%

2

que determina uma rotagdo % no sentido anti-horario. A Figura 20 mostra o tridngulo
ABC com A = (=4, =L e, B=(-1,-L e2) eC = (-1 —1,e72). Se aplicarmos
a transformagdo Rz nos veétices tridngulo ABC, obtemos o triangulo DEF, onde
Rxz(A) = D, Rz(B) = E e Rz(C) = F. Agora aplicando a transformagdo R. no
tridngulo ABC, obtemos o tridangulo GHI, onde R.(A) =G, R,(B) =H e R,(C) = 1.
Por fim, aplicando a transformagé&o Re,?w no tridangulo ABC obtemos o triangulo JK L,
com Rsx(A) = J, Rsz(B) = K € Rsx (C) = L.

Figura 20 — Rotacao em torno da origem aplicada no triangulo ABC.

Fonte: Autor

Note que os tridngulos apresentados na Figura anterior sdo congruentes, pois
cada um é obtido por meio de uma rotagdo do triangulo ABC, isso pode ser dificil de
notar no ponto de vista euclidiano. Para comprovar este fato, calcularemos os lados
dos triangulos ABC e GHI e mostraremos que 0s respectivos lados sdo congruentes.
Pela métrica definida em G(f) temos que

11 1 s
dG(f)(A,B)ZdGm((—@—g,e 1),<—1,—§,e 2))
1
2
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1 1 :
da(B,C) = dG(f)<< -1 —2>6_3>7 (— 3 —1,6‘3)>
S(GIHRIG TN (o
B 2 2 V44
Agora calcularemos a medida dos lados do tridngulo GHI. Temos que
11 1
dG(f)(G7 H) = dG(f)<<27 276>7 (17 576 ))

(G G

11 1 3
dG(f)(G7[) = dG(f)<<2> 276)7 <27 1762>)

N

_Wl_l)ﬁ(l_l)l L1 V2
N 2 2 V44 27
Dessa maneira, concluimos que dg (A, B) = dap)(G, H), dan (A, C) = dap (G, 1),

e da(p)(B,C) = dap)(H, I). Portanto, os triangulos ABC e GHI sdo congruentes.
Analogamente, mostra-se que os triangulos ABC, DEF e JK L congruentes.

Também vale destacar que cada tridngulo pode ser obtido a partir de outro com
uma rotagdo adequada. Devido a Proposi¢do 2.4.1, somente foi necessario calcular as
imagens Ry(A), Ry(B), Ry(C') dos vértices do tridngulo ABC, pela rotagdo adequada.



Capitulo 3. TRANSFORMAGOES LINEARES EM NOVAS ESTRUTURAS 42

3.2 TRANSFORMAGOES LINEARES EM ESPACOS CONSTRUIDOS VIA BIJEGOES

Nesta segdo vamos estudar as transformacgdes lineares nos espacos vetoriais
construidos via bijeges.

O seguinte teorema foi apresentado em Rufino (2022).

Teorema 3.2.1. Sgjam E = (E,+,-) um espago vetorial e F = (F,®,®) 0 espago
vetorial com a estrutura definida por uma bijecdo o : E — F. Se L. : E — FE é uma
transformacéo linear, entdo T : F — F definida por

T=gpolLop™

é uma transformacéo linear. Reciprocamente, se T : F — F é uma transformacédo
linear, entdo L : E — FE definida por

L:go*loTogp

€ uma transformacgéo linear.

Demonstracdo. Sejam u,v € F' e X € R. Temos que

T(u®v) = p(L(¢™ (udv)))
= o(L{¢™ (e~ () + ¢ (v)))))
= o(L(e~ (u) + ¢~ (v)))
= o(L(¢™H(w) + L(¢ ™ (v)))
= (e (L™ (W) + (¢ (L~ ()
= (e (T(w) + ¢ (T(v)))
=T(u)®T(v)
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Agora, sendo 7' linear, mostraremos que L = ¢! o T o ¢ € linear.

Sejam z,y € E. Temos que

3.2.1 Transformacoes lineares em R* x R*

Seja (RT x R*, &, ®) o espago vetorial do Exemplo 2.2.3. Recordamos que as
operagdes sdo induzidas pela aplicagdo ¢ : R? — R xR* definida por ¢(z, y) = (%, ¢¥),
cuja ainversa ¢! : R x RT™ — R? é dada por ¢! (z,y) = (Inz,Iny).

Antes de calcularmos as transformacdes lineares vamos obter uma métrica
adequada para R* x R*. Com esta métrica iremos explorar alguns detalhes geométricos
que julgaremos importantes.

Pela Proposicao 2.2.1, o produto interno em R* x Rt & definido da seguinte
forma: Sejam (z,y), (z,w) € Rt x R*. Temos que

((@.9), (z,0)) = (¢ (z,y), 07 (2, w))
= ((Inz,Iny), (In z,Inw)))

=Inz-lnz+Iny-Inw.
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Esse produto interno em R* x R* induz a norma

1z, )l = (), (2, 9))
—\/lnx + (Iny)2.

Essa norma induz uma métrica em R* x R* pondo-se, para (z,y), (z,w) € RT x R,

Gl

&), (5 w) = Il ) - Gl =@ e (50 )|| =

() (L)’

Dessa maneira definimos uma métrica em R* x R+.

Agora passaremos ao estudo das transformacoes lineares em R* x R*. Seja
L:(R?* +,.) — (R? +,-) a transformacéo linear no espaco R? candnico definida por

L(z,y) = (ax + by, cx + dy),

com a,b,c,d € R. Temos que

woLoyw Yz,y) = (poL)(Inz,Iny)
=p(alnz+blny,clnz + dlny)
o(Inz® + In v’ Inz¢ + In yd)

(6 Inz%+In yb ln z¢+In yd)

(eln:c“ Iny® 6 lny )

= (2", 2%y").

Pelo Teorema 3.2.1, a aplicagdo 7 : (RT x Rt,®,0) — (RT x RT, ®,0)
definida por
T(‘Tv y) = (xayb>$cyd)a

com a,b,c,d € R, € uma transformacéo linear.
Exemplo 3.2.1. Se L : (R*,+,:) — (R? +,-) for dada por L(x,y) = (—x,—y), com

=d=—-1eb=c=0, temos a transformacgéo linear T : (R* x R", ®,®) —
(Rt x RT, &, ®) definida por

11
T(x,y) = <x y)
Esta transformacgéo é a reflexdo em torno da origem ¢(0) = (1,1) de R™ x R*.
Note que a distancia de (x,y) # (1,1) pertencente a (R™ x Rt , &, ©) até a
origem é a mesma disténcia de (2{, ;) até a origem.
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De fato: Pela métrica definida em R* x R*, temos que a distancia da origem
(1,1) ate um ponto (x,y) # (1,1) é dada por

de((1,1), (z,9)) = [|(@,y)[| = y/(In2)2 + (Iny)>.

Também temos que a distancia da origem (1,1) até um ponto T'(z,y) € dada por

Gl G) ()

Como In(1) = —Inx, segue que d.((1,1), (x,y)) = de((z, ), T(z,y)).

4.((1,1). T(a,9)) = [Tz )| = |

A Figura 21 mostra os pontos (5,2) e T'(5,2) = (;, ;) O leitor talvez néo esteja

acostumado com essa ideia geométrica. A intuicdo da geometria euclidiana pode nos
levar a pensar que essas distancias ndo sao iguais.

Figura 21 — Ponto (5, 2) e seu simétrico (;, ;) em relagdo a origem de R* x R™.

y

Fonte: Autor

Exemplo 3.2.2. Se L : (R? +,-) — (R?,+,) for dada por L(z,y) = (x + 2y,y), com
a=d=1,b=2ec=0, obtemos a transformacao

T(x,y) = (xy?,y),

que é um cisalhamento na direcdo do eixo . Consideremos o tridngulo ABC' da Figura
22, emque A= (1,1), B=(3,3) e C = (3,}). Aplicando a transformagdo nos vértices
deste tridngulo obtemos os pontos T(A) = (3,3),T(B) = (3,3) e T(C) = (3,1), que

sdo vértices do tridngulo DEF, onde D =T(A), E=T(B) e FF =T(C).
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Figura 22 — Cisalhamento aplicado no triangulo ABC.

y y

0 0.5 1 1.5 2 25 3 0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 45

Fonte: Autor

Uma observacao a ser feita € que se considerarmos a métrica definida em
R* x R*, a distancia de A até C' é a mesma distancia de D até F, pelo fato da
transformacéao T'(z,y) = (zy?,y) ser um cisalhamento.

De fato:

wia01-4((11).(62) - () s - 2.

w071-4((33) () - () e -n(3)

No préximo exemplo veremos transformacdes que determinam rotacées em
torno da origem de R* x R*.

Exemplo 3.2.3. Paraocasoemquea =d=0eb= —c= —1 obtemos a transformagao
1
R%(:L‘,y) = (yam)v

que e uma rotagdo de 7 no sentido anti-horario. Sendoa = d = —1 eb = c = 0, temos

a transformacgéo
11
Rﬂ' ) = <7 )7
(z,y) = (- y
que determina uma rotacao de w no sentido anti-horario. Por fim, se considerarmos
a=d=0eb=—c=1, temos a transformacéao

1
R%(.T,y) - (ya I)a

que determina uma rotagao de 37” no sentido anti-horario.
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Na Figura 23 € possivel ver um exemplo ilustrativo. Ao aplicarmos a transfor-
magao linear Rx no tridngulo ABC, onde A = (2,2),B = (4,2) eC = (2,4), obtemos
o tridngulo DEF. O tridangulo GHI é obtido aplicando-se R, ao tridngulo ABC' ou
uma reflexao em torno da origem. Por fim, o tridngulo JK L é obtido aplicando-se a
transformacéo R%ﬁ ao tridngulo ABC'. Ressaltamos que qualquer um desses triangulos
pode ser obtido a partir do outro por uma rotacdo adequada.

Figura 23 — Rotagdo em torno da origem de R* x R™ aplicada no triangulo ABC.

y

3.5

25

0.5 HQ
|

Fonte: Autor

Como esses triangulos sdo obtidos a partir de um outro apenas por rotagées, a
unica diferencga entre eles é o local e a posicdo em que se encontram. O leitor pode
ser levado a considerar que todos eles s&o distintos em forma e tamanho. No entanto,
possivel impressao é reforcada apenas pelo olhar intuitivo do ponto de vista euclidiano
usual. De fato: consideremos os triangulos ABC e GHI. Vamos calcular as medidas
dos lados dos triangulos e veremos que 0s respectivos lados sdo congruentes. Pela
métrica definida em R* x R*, temos que

In ( 1)‘ =1In2.
2

4.(4, B) = d.((2,2), (4,2)) = ¢ (n(5)) +anay2 =

(A, C) = d.((2,2), (2,4)) - \/<1n (i))z + (m (;))2
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wt5.01- 44 (39) - {w§)) "+ (w3)’

Agora calcularemos os lados do triangulo GHI. Temos que

d.(G, H) = de<(;, ;) (i ;)) —/(n(2))2 + (In(1)) = In2.

wi6n=a((3) () /() e

winn= a3 1) - Q) e

Dessa maneira, concluimos que d.(A,B) = d.(G,H), d.(A,C) = d.(G,I), e
d.(B,C) = d.(H,I). Portanto, os triangulos ABC e GHI sdo congruentes. Analoga-
mente mostra-se que os tridngulos ABC, DEF e JK L sdo congruentes.

Observacao: Destacamos que a Figura 23 foi construida utilizando o software
de geometria dindmica Geogebra. Devido a Proposicdo 2.4.1 somente foi necessario
calcular as imagens Ry(A), Ro(B), Re(C') dos vértices do triangulo ABC, pela rotagcdo
adequada.

3.2.2 Transformacoées lineares em S? — { N}

Seja (S? — {N},®,®) o espago vetorial do Exemplo 2.2.4, cuja as operagdes
séo obtidas pela aplicagdo o' : R? — S? — {N} definida por

211 2y9 vty —1
v+l +y+1U 4y +1

) ;onde y = (y1, 1) € R?,

pHy) = (

sendo ¢ : S* — {N} — R? a projegao estereografica expressa pela relagao

Ty X2

x = p(x) = (— P L 1), com x = (x1, Ta, x3).

Antes de calcularmos as transformacdes lineares, obteremos uma métrica
adequada para 5% — {N}.

Pela proposicdo 2.2.1, podemos definir o produto interno em S? — {N} da
seguinte forma:
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Dados u = (uy, us, u3), (v1,v2,v3) € S? — {N}
<u7 U>S2—{N} = <<10(u)7 SO(U»
B << (1 U ), ( U1 V2 >>
N Ug—l’ u3—1’ U3—17 ’03—1
- U1V1 I U2V2
(us = 1)(vs = 1) (ug —1)(vs — 1)
. U1V + UV2
(Ug — 1)(@5 — 1)
Além disso, esse produto interno induz em S? — { N} a norma
2 2 2
B | urtuy L—us  Jus+1
lellsz—qavy = /o 0) = J (ug —1)2 \l (us —1)2 Y —uz+1
Essa norma induz uma métrica em S? — { N} pondo-se, para u,v € S* — {N},
d<<u1au27u3)v (vi,v9,v3)) = H(U17U27U3) (01,02,U3)|’ = ||(U17U2,U3) D (—Ul, —02,03)“
= [[((=2(u1(vs — 1) —vr(us — 1))[(1 + us)(1 — v3) —

Dessa maneira definimos uma métrica em S? —
formagodes lineares em S? —

linear definida por

Calcularemos T’ = ¢!

T(z,y,2)

2(urv1 + ugva) + 2(1 — uz)] ™, (—2(ug(vs — 1) — va(us — 1)))
(14 u3)(1 — v3) — 2(ugv1 + ugvs) + 2(1 — uz)] ™,

(ur(v3 — 1) — o1 (ug — 1))* + (ua(v3 — 1) — vp(uz — 1))* —

(us — 1)(vs = 1)*)[(wi(vs = 1) = vi(us — 1))* +

us(vg — 1) = vauz — 1))% + ((ug — 1) (v3 — 1))*] 7|

_ \l (up(vs — 1) —wvi(uz — 1))? + (uz(vs — 1) — vo(us — 1))2'

us —

[
(
(
(

((ug = 1)(vs = 1))

{N}. Agora veremos as trans-

{N}.Sendo L : (R* &,) — (R? @, -) a transformagéo

L(z,y) = (azx + by, cx + dy),

o L op. Temos que

~1 x Y )
N — _
(o )< -1 2-1
B _1< ax by cxT dy )
- ¥ z—1 z—1 z—1 z-1
1( azr + by cx+dy)
4 z—1" z-1
_ (et gy (s g (e g
(aztbuya y(eotdyya yp” (aotbyye 4 (eobdyye 47 (aztbyye g (erbdyya g
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_ —2(ax +by)(z — 1) —2(cx + dy)(z — 1)
(ax 4+ by)? + (cx + dy)? + (2 — 1)?" (ax + by)? + (cx + dy)? + (2 — 1)?’

(ax + by)* + (cx + dy)? — (2 — 1)?
(ax +by)? + (cx +dy)* + (2 — 1)2 |

De acordo com o Teorema 3.2.1, a aplicagdo 7' : (S*> — {N},®,®) — (S? — {N},®,0)
definida por

—2(ax +by)(z — 1) —2(cx +dy)(z — 1)
(ax +by)? + (cx + dy)? + (2 — 1) (ax + by)? + (cx + dy)? + (z — 1)?’

T(z,y,2) = (

(az + by)? + (cx + dy)* — (= — 1)?
(az+by)? + (co+ dy)? + (z = 1))

€ uma transformacao linear.
A seguir exploraremos alguns casos particulares de transformagdes em
S? — {N}.

Exemplo 3.2.4. Na transformag&o anterior considere a =d = —1 eb = ¢ = 0. Desse
modo obtemos a transformagao

2z(z — 1) 2y(z — 1) +y?— (2 — 1)2>

T -
(7,9, 2) <x2+y2+(z—1)2’:102—1—1/2—1-(2—1)2’x2+y2+(2_1)2

a qual é a reflexdo em torno da origem ¢=1(0) = (0,0,—1). A Figura 24 mostra os
pontos v = (1,0,0) e T'(u) = (—1,0,0).

Figura 24 — Pontos simétricos, via reflexdo, em relagao a origem de S? — {N}.

Fonte: Autor
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Exemplo 3.2.5. Sea =d =0eb= —c= —1, obtemos a rotagdo de um angulo 7 em
torno da origem e no sentido anti-horario, isto é,

Rz (z,y,2) =

( 2y(z — 1) 22(z — 1) x2+y2—(z—1)2>
?2+y24+ (212 2249+ (-1 224+y2+(2-1)2/)

Seja ¢ o angulo entre (z,y, z) # (0,0, —1) e Rz(z,y, 2) entéo, pela Proposi¢do 2.2.1

_r _ ¥ y __x
cosf (p(z,y,2), p(Bz (2,9, 2))) — <( =l 21)7<Z1’ Z1>>
(@, y, 2)ls— | [(Rz (2, y, 2)lge— vy (@9, 2)|lge— vy (R (2,9, 2)) g2 — vy
__Ty + zy —zy+zy
— (z—1)2 (z—1)2 _ (o—1)2
(@, y, 22—y | [(Rz (2, y, 22— vy (@9, 2)|lge— vy (R (2,9, 2)) g2 — vy

= 0.

Isso mostra que o angulo 0 entre (z,y, 2) e Rz(x,y,2) € tal que cost = 0. Portanto,
devemos ter 0 = 7.

A Figura 25 mostra os pontos u = (0,1,0) e Rz (0,1,0) = (-1,0,0).

Figura 25 — Ponto (0,1, 0) e sua imagem obtida através da rotagdo Rz em torno da
origem.

Fonte: Autor

Exemplo 3.2.6. Se L : (R? +,.) — (R2,+,-) for dada por L(x,y) = 2(x,y), com
a=d=2eb=c=0, obtemos a transformacdo

—4z(z —1) —4y(z — 1) 422 +y*) — (2 — 1)2)
@) T - 0P A 1 42) 4 (1P 4@ 4 g7+ (-~ 17

)=
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Esta transformacéo é uma dilatagcao na diregdo do vetor, no caso em que « é igual a 2,
ou seja, a transformacgéo leva cada vetor v no vetor T'(v) cuja norma possui o dobro da
norma v.

De fato, seque da norma definida em S? — {N} que a norma do vetor
(x,y,2) # (0,0,—1)) é dada por
z+1
—z4+1
Também temos que a norma de T'(x,y, z) € dada por

H(xvwa)HSQ—{N} =

17y (17 e
TS [P e S A s S
L - o 4(x24y2)—(2—1)2 o 2(2—1)2 o _1)2
“iemeeee T N | T

)
41 -22) 4(z+1)_2/z+1
B (=12  V —z+1 "\ —2+4+1
Portanto ||T(z,y, 2)||s2— vy = 2[[(z,y, 2)|[s2— vy -

A Figura 26 mostra um caso particular, com v = (0,v0.25,4/0.75) e

T(v) = (0 —4,/0.25(\/0.75—1) 2\/70‘75_0,75)
o » o 2.75-2v/0.75 7 2.75—-2v0.75 | *

Figura 26 — Dilatagcdo na esfera

Fonte: Autor

Com isso devemos ter que a distancia da origem 0 = (0,0, —1) de S* — {N} até
v € a mesma distancia de v até T'(v).

Calculando essas distancias obtemos:
dsz_(ny(0,v) = [[v]] = [[(0,V0.25,v0.75))||

VOT5+1 V07541
~V0.75+1  0.25

~ 3.732.
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- 4(v/0.25 — VO.1875) 2v/0.75 — 0.75
dv, T(v)) = d<(0’ /0.25,V0.75), (0’ 2.75 — 2/0.75 ’2.75—2\/0.75))

2
/0 oF [ 4v/0.75-3.5 4(v/025-V0.1875) [ /a7E
( 0'25<2‘752\/0.75) 2.75-2/0.75 ( 0.75 — 1))

2
/A e 41/0.75—-3.5
(< 0.75 — 1) (2.75—2«0.75))
4,/0.1875-3.5v/0.25 _ 4v/0.75(+/0.25—+/0.1875) i 4(1/0.25—+/0.1875)
2.75—2/0.75 2.75—2+/0.75 2.75—2/0.75
3-3.5v0.75 _ 4/0.75-3.5
2.75-2V0.75  2.75—-2\0.75

_ 3.5v/0.25 — 44/0.1875 ~ 3739,

6.5 — 7.5v0.75

3.3 NUCLEO E IMAGEM DE TRANSFORMAGOES LINEARES EM NOVAS ESTRU-
TURAS

Nesta subsecgao apresentamos dois resultados que determinam o ndcleo N(T') e
aimagem Im(7T) de uma transformagéo linear em espagos vetoriais obtidos via bije¢éo.

Teorema 3.3.1. Sgjam E = (E,+,-) um espago vetorial e F = (F,®,©) 0 espago
vetorial com a estrutura definida por uma bijecao ¢ : E — F. Se L : E — E é uma
transformagao lineare T = ¢ o Lo o~ : F — F a transformag&o linear obtida via o e
L entdo, N(T) = ¢(N(L)).

Demonstragéo. Inicialmente provaremos que N(T) C ©(N(L)). Dado
z € N(T), mostraremos que z = ¢(u) para algum « € N(L). Como
o(p7'(2)) = 2, o candidato natural é u = ¢~'(z). Como, por hipétese, T'(z) = 0,
segue que (o Loy ")(2) = ¢(L(¢~(2))) = ¢(L(u)) = 0. Como ¢ é injetiva e ¢(0) =
segue que L(u) = 0, ou seja, u € N(L). Com isso temos que z € ¢(N(L)). Logo
N(T) C ¢(N(L)).

Prosseguindo, vamos mostrar agora que ¢(N (L)) C N(T). Dado z € ¢(N(L)),
existe w € N(L) tal que ¢p(w) = z. Como w € N(L) temos que L(w) = 0. Assim,

T(z) = T(p(w)) = (po Lop)(p(w)) = (po L)(w) = ¢(0) = 0. Isso mostra que

z € N(T) ,logo ¢(N(L)) C N(T). Portanto N(T') = ¢(N(L)). O
Exemplo 3.3.1. SgjaT : (R* x R",&,0) — (Rt x R*, @, ®) a transformag&o linear
definida por
11
T(z,y) = (x y)

vista no Exemplo 3.2.1. O nucleo de T é o conjunto

N(T) ={(z,y) eRT xRY/T(z,y) = (1, 1)}.
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Entao, devemos ter

11 .1 1
(,> =(1,1), ouseja, —=1e—- =1.
Ty z Yy

Assim, x =1ey =1, logo
N(T) ={(1,1)} ={0}.

Note que o ndcleo da transformagéo L : R? — R? definida por L(z,y) = (—z,—y) é 0
conjunto

N(L) = {(z,y) € R*/L(z,y) = (0,0)},

ou seja
(—z,—y) = (0,0).
Logo, devemos ter x = 0 e y = 0. Com isso temos que
N(L) = {(0,0)}.

Aplicando ¢(z,y) = (e*,¢¥) em N(L) obtemos

p(N(L)) = ¢(0,0) = (e",¢”) = (1,1).
Com isso verificamos que N (T') = ¢(N(L)), conforma estabeleceu o Teorema 3.3.1.

Exemplo 3.3.2. SgjaT : (Rt x R*,®,0) — (RT x R*, @, ®) a transformacéo linear
definida por

T(z,y) = (z"y’, z°y?),

coma,b,c,d € R, vista na Secdo 3.2.1 Paraocasoemquea=c=2eb=d = —1,
obtemos a transformacéao linear

2 2
H(z,y) = (a®y 2%y ™) = (x x)
O nucleo de H € o conjunto
N(H) = {(z,y) € R" xR"/H(z,y) = (1,1)}.

Entao, devemos ter

2 2 2 2
(x, x) (1,1), ouseja, — =1e" =1.
vy Y y

Assim, y = x? e portanto,

N(H) = {(z,2*)/z € R}.
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Como estamos considerando a = ¢ = 2 e b = d = —1, entdo a transformacg&o linear
L:(R*+,-) — (R? +,-) é definida por

L(z,y) = 2z —y, 2z —y).
O nucleo da transformagéo L é o conjunto
N(L) = {(z,y) € R*/L(z,y) = (0,0)}.
Assim, para determinar N (L) devemos fazer
2z —y,2x —y) = (0,0).
Segue dessa equacéao que y = 2x. Logo,
N(L) = {(z,2z)/x € R}.
Agora vamos aplicar p(x,y) = (e*,e¥) em N(L). Observe que
p(a,2a) = (", e™).

Isso mostra que os elementos de (N (L)) sdo da forma (e*,e**). Fazendo c¢* = x
obtemos que os elementos de ¢(N(L)) sdo da forma (z,x?), com z > 0, ou seja,
©(N(L)) = {(z,2*);x > 0}. Portanto N(H) = ¢(N(L)).

Observemos na Figura 27 que o conjunto N(H) € a reta que passa pela origem
(1,1) de RT x R*.

Figura 27 — Nacleo de H

d N(H)

Fonte: Autor.
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Teorema 3.3.2. Sgjam E = (FE,+,-) um espago vetorial e F = (F,®,®) 0 espago
vetorial com a estrutura definida por uma bijecéo ¢ : ¥ — F. Se L : E — E é uma
transformacéao lineare T'= ¢ o Lo o' : F — I a transformacgao linear obtida via ¢ e
L entédo, Im(T) = o(Im(L)).

Demonstragdo. Inicialmente provaremos que Im(T) C ¢(Im(L)). Dado z € Im(T),
existe w € F, tal que T'(w) = 2. Segue que z = T'(w) = (poLop ') (w) = o(L(p " (w))).
Como L(¢p~'(w)) € Im(L), resulta que o(L(p ' (w))) € o(Im(L)). Logo, z € p(Im(L)).
Isso mostra que Im(T) <C ¢(Im(L)). Prosseguindo, vamos mostrar que
o(Im(L)) C Im(T). Dado z € o(Im(L)), existe w € Im(L) tal que p(w) = z. Como
w € Im(L) entdo existe u € E tal que L(u) = w, desse modo z = p(w) = ¢(L(u)). Seja

v € F tal que ¢(u) = v, isto é, u = o !(v). Segue que z = o(L(u)) = p(L(p ' (v))) =
(po Loy H(v) = T(w) € Im(T). Isso mostra que ¢(Im(L)) C Im(T). Como
Im(T) C o(Im(L)) e p(Im(L)) C Im(T), concluimos que Im(T) = p(Im(L)). O

Exemplo 3.3.3. SgjaT : (R} xR%,®,0) — (R% xR, ®,©) a transformagéo linear
definida por

T(z,y) = <1 1)

x'y

vista no Exemplo 3.2.1. A imagem de T é o conjunto

Im(T) = {(a,b) € R" x R"/(a,b) = (i, ;) para algum (z,y) € RT x R*}.

possui solugdo para qualquer (a,b) € RT x Rt segue
=b

que Im(T) = R™ x R*. Por outro lado, a transformagao L : R*? —; R? definida por
L(z,y) = (—=x,—y) possui imagem dada por Im(L) = R?* Como a aplicagdo
¢ : R? - R* x RT definida por o(x,y) = (e*,¢e¥) é sobrejetiva, segue imediata-
mente que o(Im(L)) = p(R?) = Rt x RT = Im(T). Portanto, confere a igualdade
Im(T) = ¢(Im(L)). Como ja sabiamos que dimN (T') = 0, essa igualdade ja poderia
ser obtida diretamente ao usarmos o Teorema da dimensé&o.

Como o sistema {

<= 8=

Exemplo 3.3.4. Consideremos a transformacdo H(x) : RT x Rt — R™ x R* defida
por
x? x?

H(@Z(y,y

)

vista no Exemplo 3.3.2. A imagem de H é o conjunto

2 2

Im(H) ={(a,b) € R*" x R"/(a,b) = (9;, 3;) para algum (z,y) € RT x R*}.
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Com isso temos que a = b. Fazendo a = x,temos que a imagem de H é o conjunto
Im(H) = {(z,x);x > 0}.
A imagem da transformagédo L : R> —s R? definida por
L(z,y) = 2z —y,2z — y)
é o conjunto
Im(L) ={(z,z);z € R}.
Aplicando ¢(z,y) = (e*,e¥) em Im(L), obtemos
pla,a) = (e, e").

Isso mostra que os elementos de ¢(Im(L)) sdo da forma (e*,e*). Fazendo e* = x
obtemos que os elementos de p(Im(L)) sdo da forma (z,x), com z > 0, ou seja,
o(Im(L)) = {(z,z);z > 0}. Portanto Im(H) = p(Im(L)).

A Figura 28 mostra a representacdo geométrica da imagem de H.

Figura 28 — Imagem da transformacao H(x,y)

y

1 H(x,y)

Fonte: Autor.

Como consequéncia dos Teoremas 3.3.1 € 3.3.2 e do Teorema da Dimenséao,
temos o seguinte corolario.

Corolario 3.3.1. Sejam E = (E,+,-) um espacgo vetorial e F = (F,®,®) 0 espago
vetorial com a estrutura definida por uma bijecdo ¢ : E — F. Se L : E — E é uma
transformacdo lineare T'= oo Lo o' : F — I a transformacgao linear obtida via ¢ e
L, entao

dim(p(N(L))) + dim(e(Im(L))) = dim(p(E)).
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Exemplo 3.3.5. No Exemplo 3.2.1, temos que dim(p(N(L))) = 0, pois N(T') = {0}.
Consequentemente, temos que dim(p(Im(L))) = RT x RT e dim(p(R?))) = RT x RT,
logo dim(e(Im(L))) = dim(p(R?))) .

Exemplo 3.3.6. Consideremos a transformacéo linear H(z) : Rt x RT — R x R*
definida por
12 2
H(x) = <, )
(@) =15
Vimos que p(N (L)) = {(z,2?);z > 0} e o(Im(L)) = {(z,z);x > 0}. Logo dim(p(N(L))) =

1 e dim(p(Im(L))) = 1. Portanto, dim(p(N(L))) + dim(po(Im(L))) = dim(R* x RT),
conforme prevé Corolario 3.3.1.

= w8
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4 CONCLUSAO

Em nosso trabalho obtivemos resultados que mostram como obter transforma-
cbes lineares em espacos vetoriais do tipo grafico e em espacos vetoriais construidos
via bijecdes.

Primeiramente mostramos como se d& a construcao das novas estruturas de
espacos vetoriais, estudo feito por Rufino e Naveca (2021) e Lopes (2018). Com as
estruturas bem definidas foi possivel trabalhar as transformacdes lineares.

Trabalhamos as transformagdes lineares nos espacgos vetoriais do tipo grafico,
como o paraboloide e o gréafico da fungdo f(x,y) = e*¥, e também nos espagos vetori-
ais obtidos através de bijegdes, como a esfera S* — {N'}. Definimos as transformagdes
nestes espacgos e exploramos varios casos particulares nos exemplos apresentados.

Também trabalhamos com as métricas induzidas pelas bijecdes, a fim de explorar
ideias de distancias que diferem da distancia candnica no espago euclidiano. Aspectos
geomeétricos utilizando o software de geometria dinamica Geogebra, foram explorados
para facilitar a compreenséo do leitor.

Nosso trabalho da uma contribuicdo ao estudo da algebra linear em nivel de
graduacao, desvendando alguns aspectos antes nao explorados pelos livros didaticos
constantes na literatura.
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