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RESUMO

O presente trabalho de conclusao de curso tem como principal objetivo estudar a cons-
trucao dos nuimeros reais aplicando-se técnicas de algebra e andlise, precisamente, a cons-
trucao se da utilizando sequéncias de Cauchy e a teoria de anéis e corpos.
Palavras-chave: Anéis; Corpos; Sequéncias.



ABSTRACT

The main objective of this course conclusion work is to study the construction of real
numbers by applying algebra and analysis techniques, more precisely, construction occurs
using Cauchy sequences and theory of rings and fields.

Keywords: Rings; Fields; Sequences.
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Introducao

A utilizacao dos nimeros acompanha o desenvolvimento da humanidade, e a ideia de
contagem sempre esteve presente, destacando-se a correspondéncia biunivoca entre ar-
tefatos que precisavam ter suas quantidades controladas. Um exemplo disso, era a cor-
respondéncia estabelecida por pastores que relacionavam gravetos e ovelhas, onde cada
graveto correspondia a uma unica ovelha, permitindo assim, um controle de seus reba-
nhos. Segundo (Ferreira, 2013), muitos anos ainda se passaram até que se iniciasse o
desenvolvimento tedrico do conceito de ntimero que, embora hoje nos parega natural, foi
lento e complexo, envolvendo diversas civilizacgoes.

Iniciamos o trabalho apresentando os fundamentos necessarios para construcao dos
nimeros reais, como os conceitos de anéis, corpos, e consequéncias de suas definigoes.
Posteriormente, apresentamos a formalizacao dos nimeros naturais, inteiros e racionais,
baseado nas referéncias (MILIES, 2001) e (FERREIRA, 2013). Os naturais sao cons-
truidos atraves dos Axiomas de Peano, tal conjunto serve de base para a contrucao dos
nimeros inteiros, que é feita atraves de uma relacao de equivaléncia de pares ordenados
de niimeros naturais no qual o conjunto das classes de equivaléncias é denotado por Z, e
chamado de conjunto dos ntimeros inteiros. A construcao dos niimeros racionais se da de
modo analogo, isto é, o conjunto das classes de equivaléncia estabelecida por uma relagao
de equivaléncia de pares ordenados de ntimeros inteiros é denotado por Q e chamado de
conjunto dos nimeros racionais.

Por fim, a preocupagao de se construir o corpo dos numeros reais surgiu no século
IX motivada pelo desenvolvimento da analise. Dois grandes matematicos apresentaram,
de modo independente, suas teorias de construcao dos ntumeros reais, a saber: Cantor
¢ Dedekind (HEFEZ, 2016). Dedekind se baseou no conceito de corte nos racionais,
enquanto que Cantor optou pelo uso de sequéncias, também nos racionais. Neste trabalho,
optamos pela abordagem de Cantor, em virtude da bela conexao entre as areas da analise
e de algebra, uma vez que se trabalha com sequéncias e as estruturas algébricas de anéis

€ COrpos.



Capitulo 1

PRELIMINARES

Neste capitulo, serao abordados os fundamentos necessarios para a construcao dos nimeros
reais por meio do método de Cantor. Inicialmente, abordaremos o conjunto dos niimeros
reais onde as propriedades das operacoes de adicao e multiplicacao sao consideradas de
um ponto de vista puramente axioméatico. Os principiais resultados aqui elencados podem
ser encontrados em (HEFEZ, 2016), (LIMA, 1995) e (GONCALVES, 2001).

1.1 RELACOES

Nesta se¢ao, serao apresentadas duas definigoes que servirao de base para a construcao
dos conjuntos numéricos, as mesmas podem ser encontradas em (HEFEZ, 2016) ¢ (FER-
REIRA, 2013).

Definigao 1.1.1. Uma rel¢ao bindria R num conjunto A € qualquer subconjunto do
produto cartesiano A x A, isto €, R C A x A. E sendo (a,b) € R, é dito que aRb, ou

seja,
(a,b) € R < aRb.

Definigao 1.1.2. Uma relagao bindria R em A diz-se relacdo de equivaléncia se possuir

as sequintes propriedades:
1. (Reflexiva)
aRa,Va € A.
2. (Simétrica)
Se a,b € A e aRb, entio bRa.

3. (Transitiva)
Se aRb e bRc, entao aRc. Ya,b,c € A.



Observagao 1.1.1. Quando uma relagio R em um conjunto A for de equivaléncia serd

utilizada a notagao ~ em vez de R.

Definigao 1.1.3. Sejam ~ uma relagdo de equivaléncia num conjunto A e a € A um

elemento fixado arbitrariamente. O conjunto
a={recA; x~a}

chama-se classe de equivaléncia de a pela relacdo ~ . Ou seja, @ € o conjunto constituido

por todos os elementos de A que sao equivalentes a a.

Teorema 1.1.1. Sejam ~ uma relagdo de equivaléncia em um conjunto A e a e b ele-

mentos quaisquer de A, entdo:

Demonstrag¢ao. Veja em (FERREIRA, 2013, p.11). O

Definigao 1.1.4. Uma relacdo bindria < em um conjunto ndo vazio A € dita uma relagao

de ordem total, se possuir as sequintes propriedades:
1. (Reflexiva)
a<a,Va € A.
2. (Antissimétrica)
Sea<beb<a, entioa=0>b, Va,be A.
3. (Transitiva)
Sea<beb<cg entioa<c, Va,b,ce A.
4. (Totalidade)

Ya,b € A, tem-se que a < b ou b < a.

1.2 CORPOS

Nesta secao, estuda-se o conceito de corpos, cujas defini¢oes e propriedades foram encon-
tradas em (LIMA, 1995).

Definig¢ao 1.2.1. Um corpo (K, +,-) € um conjunto nao vazio onde estejam definidas duas
operacoes, + e -, chamadas respectivamente de adicdo e multiplica¢do, que satisfazem os
sequintes ariomas:

Axiomas da adicdo:
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A1) (Associatividade)

Para quaisquer x,y,z € IC, tem-se que
v+ y+z2)=(x+y) + 2

A2) (Comtatividade)

Para quaisquer x,y € K, tem-se que
rt+y=y+wx.

A3) (Elemento neutro)
FExiste 0 € K tal que

r+0=zx,

para todo x € K.

A4) (Elemento simétrico)

Todo x € IC possui um simétrico —x € K tal que
z+ (—x)=0.

Axiomas da multiplicacdo:

M1) (Associatividade)

Para quaisquer x,y,z € IC, tem-se que
- (y-z)=(z-y) 2

M2) (Comtatividade)

Para quaisquer x,y € K, tem-se que

M3) (Elemento neutro)
FExiste 1 € I com 1 # 0 tal que

r-1=u,

para todo x € IC. O elemento 1 chama-se um.
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M) (Inverso multiplicativo)

Todo x # 0 em K possui um inverso x~! tal que
x-x7t=1.

M5) (Distributividade)

Para quaisquer x,y,z € K, tem-se que

r-(y+z2)=z-y+x-z.

1.2.1 CORPO ORDENADO

Neste topico estudam-se as propriedades fundamentais de um corpo, propriedades estas
que garantem a existéncia de um corpo ordenado completo, que nos capitulos seguintes
serd denotado por R. Os resultados aqui elencados podem ser encontrados em (LIMA,
1995).

Definicao 1.2.2. Um corpo ordenado € um corpo K no qual se destacou um subconjunto
P C K, chamado o conjunto dos elementos positivos de IC, tal que as sequintes condi¢ies

sao satisfeitas:

1. Para quaisquer x,y € P, tem-se que
r+yeP e xz-yeP.
2. Dado x € IC, ocorre exatamente uma das trés alternativas sequintes:
r=0 ou x€P ou —x€P.

Observacao 1.2.1. Sendo —P o conjunto dos elementos —x onde x € P, temos K =
PU(=P)u{0}. Sendo os conjuntos P,—P e {0} dois a dois disjuntos. Os elementos de

—P chamam-se negativos.

Observagao 1.2.2. Em um corpo ordenado K, escreve-se x < y e diz que x € menor do

que y quando y —x € P, ou seja, que y = x + 2z, onde z € P.

Valem as seguintes propriedades da relagao de ordem = < y em K:
1. (Transitividade)

Sexr <yey<zentao r < z.

2. (Tricotomia)

Dados =,y € K, ocorre exatamente uma das trés alternativas:
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r=youxr<youy< .

3. (Monotonicidade da adi¢ao)

Se x < y entao, para todo z € K, tem-se
rT+z<y+z.

4. (Monotonicidade da multiplicacao)

Se x < y entao, para todo z > 0 tem-se
rz < yz.

Definicao 1.2.3. Em um corpo ordenado K define-se o valor absoluto de um elemento

x € K como sendo,

r se x>0
x| =
—x se x <0

Os préximos dois teoremas nos mostram algumas propriedades do valor absoluto.

Teorema 1.2.1. Sejam a e x elementos de um corpo ordenado K. As sequintes afirmagoes

sao equivalentes
1. —a<x<a;
2. r<ae—x<a;
3. x| <a.
Demonstragao. Veja em (LIMA, 1995, p.72). ]
Teorema 1.2.2. Para os elementos arbitrarios de um corpo ordenado K, valem as relagoes:
Llrty|<[z|+]yl
2 zyl=lz[-lyl
Solel—lyl<llz]-lyll<lz—yl;
4o le—zl<|z-y|l+|y—=2]

Demonstragao. veja em (LIMA, 1995, p.73). ]
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Definicao 1.2.4. Um subconjunto X de um corpo ordenado K chama-se limitado supe-
riormente quando existe b € K tal que b > x para todo x € X. Cada b € K com esta
propriedade chama-se uma cota superior de X. De forma andloga, X C IC diz-se limitado
inferiormente quando existe a € K tal que a < x para todo x € X. Um elemento a € K
com esta propriedade chama-se uma cota inferior de X. Um subconjunto X de um corpo

ordenado IC chama-se limitado quando € limitado superiormente e inferiormente.

Definigao 1.2.5 (Supremo). Sejam K um corpo ordenado e X C K um subconjunto
limitado superiormente. Um elemento b € IC chama-se supremo de um conjunto X C KC

se € a menor das cotas superiores, isto €,
1. Para todo x € X, tem-se x < b.
2. Sece K € tal que x < ¢ para todo x € X entao, b < c.

Definicao 1.2.6 (fnﬁmo). Seja IC um corpo ordenado e X C K um subconjunto limitado
inferiormente. Um elemento a € IKC chama-se infimo de um conjunto X C IC se é a maior

das cotas inferiores de K.
1. Para todo x € tem-se a < x.
2. Sece K € tal que ¢ < x para todo x € X, entdo ¢ < a.

Definicao 1.2.7. Um corpo ordenado K chama-se completo quando todo subconjunto

nao-vazio, limitado superiormente, X C IC, possui um supremo em K.

Axioma 1.2.1 (Axioma fundamental da andlise). FEziste um corpo ordenado completo,

R, chamado de corpo dos numeros reais.

1.3 ANEL

Nesta secao, veremos a definicao de anel, juntamente com suas propriedades. Os resulta-
dos aqui elencados podem ser encontrados em (HEFEZ, 2016), (HUNGERFORD, 1997)
e (GONCALVES, 2001).

Defini¢ao 1.3.1. Um anel (A, +,-) € um conjunto nao vazio onde estejam definidas duas
operacoes, + e -, chamadas respectivamente de adi¢cdo e multiplica¢do, que satisfazem as

sequintes propriedades:

P1) (Assoiatividade da soma)

Ya,b,c € A, tem-se que

(a+b)+c=a+(b+c).
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P2) (Comutatividade da soma)

Va,b € A, tem-se que
a+b=b+a.

P3) (Existéncia de um elemento neutro aditivo)

Ja € A tal que
at+a=a+a=a, VacA.

Pj) (Ezisténcia de um inverso aditivo)

da’ € A tal que
a+ad =« VacA.

P5) (Associatividade do produto)

Ya,b,c € A, tem-se que
a-(b-c)=(a-b)-c.

P6) (Distributividade)
Ya,b,c € A, tem-se que

a-(b+c)=a-b+a-c.

Se um anel A cumpre a propriedade:

P7) (Comutatividade do produto)

Ya,b € A, tem-se que

(A, +,-) € dito um anel comutativo.

Se um anel A cumpre a propriedade:

P8) (Existéncia de um elemento neutro multiplicativo)

Existe um elemento pertencente a A, denotado por 1 e denominado de unidade, tal

que

al=1-a=a, VYacA
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(A, +,-) € dito um anel com unidade.

Exemplo 1.3.1 (Anéis).

1. (Z,+,-) € um anel.

b
2. My(Z) = {( ¢ ) ) ;a,bye,de Z}, com as operacoes usuais de adicao e multi-
c

plicacao de matrizes € um anel nao comutativo com unidade.

Observacao 1.3.1. Note que o conjunto dos numeros naturais nao é um anel, pois nao

cumpre a propriedade P/.

Defini¢ao 1.3.2 (Anéis ordenados). Um anel A € dito ordenado, se existir uma relag¢do

de ordem total < em A que possui as sequintes propriedades:

1. (Compatibilidade com a multiplica¢ao)

Ya,b,c € A, sea<bec>0, entdoa-c<b-c.

2. (Compatibilidade com a adigdo)

Va,b,c € A, sea <b, entioa+c<b+c.

Definicao 1.3.3. Uma anel (A, +,-) € um anel sem divisores de zero se satisfaz a sequinte

propriedade:
Se a-b = 0 entao a = 0 ou b = 0.
Exemplo 1.3.2 (Divisores de zero).

1. O anel (Z,+,-) € um anel sem divisores de zero.

e2,3#0, entao 2-3 =06 =0. Portanto, 2 e 3 sao divisores de zero em (Zg,+,").

Definigao 1.3.4. Se (A, +,-) € um anel comutativo, com unidade e sem divisores de zero,

entio (A, +,-) € denominado dominio de integridade.

Definicao 1.3.5. Se um dominio de integridade satisfaz a propriedade
Vac A, a#0,3a "t tal quea-at =1,

entdo (A, +,-) é denominado corpo.

Exemplo 1.3.3 (Corpos).

1. O conjunto Q dos numeros racionais com as operagoes
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p v _pitre p r_pr
qa q qq’ a ¢ qq’
p L p ,—Dp L 0 )
¢ um corpo. O simétrico de — é ——, o elemento neutro da adi¢ao € 0 = —, seja
q q q
qual for ¢ # 0 e o inverso do niumero racional b #0é 4
q p

2. 0 conjunto Z, = {0,1,....,p— 1}, onde p é um nimero primo, com as operagées

usuais de adi¢ao e multiplicagao em classes de congruéncia € um corpo.

Observacao 1.3.2. O conjunto dos niumeros inteiros € um dominio de integridade que

nao € corpo.

1.3.1 SUBANEL

Neste topico, veremos o conceito de subanel, com o intuito de adquirirmos elementos
suficientes para compreensao da proxima estrutura, a saber: um ideal. Os resultados
aqui elencados podem ser encontrados em (HEFEZ, 2016), (HUNGERFORD, 1997) e
(GONCALVES, 2001).

Definigao 1.3.6. Um subconjunto B ndo vazio de um anel A serd chamado de subanel
de A se B, juntamente com as restricoes a ele das operacoes de adi¢do e multiplicacao de

A for um anel.

Proposigao 1.3.1. Sejam A um anel e B um subconjunto nao vazio de A. Temos que B

¢ um subanel de A se, e somente se, sao satisfeitas as sequintes condigoes:
1. 0 € B;
2. Quaisquer que sejam a,b € B, tem-se quea—b€ B ea-b € B.

Demonstracao.

(=) Se B é um subanel de A, entdo, por definicao 0 € B. Além disso, para qualquer
a,b € B temos que a+ (=b) =a—be€ Bea-be B, pois B é anel.

(<) Suponha que as condigoes 1 e 2 sejam verificadas. Por 1, segue que B # (). Sejam

a e b elementos de B, temos que —b € B e consequentemente,
a+b=a—(-b) €B.

Como a - b € B e as demais condigoes que definem um anel sao verificadas em B,

pois o sao em A, segue-se que B é um subanel de A.
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z 0

Exemplo 1.3.4. O conjunto S = { (
x

) T € Z} ¢ um subanel do anel My(Z).

Demonstracao.

0 0 00
1. Seja 0 = ( 0 0 >, temos que 0 = ( 0 0 ) € S. Portanto, S é um subconjunto

de My (Z) nao vazio.

0 0
2. Sejam A = i e B= 2 matrizes pertencentes a S.
0 T 0 o)

0 0 — 0
(a) A-B= o (" =" € S, poisx1—xq €
0 x; 0 2 0 Ty — T2
Z.
0 0 . 0
b)) A-B=| " N — [ € S, pois 11T € Z.
0 x; 0 =z 0 X1+ X
Portanto, S é um subanel do anel My (Z). O

Defini¢ao 1.3.7 (Subcorpo). Seja A um corpo e B um subanel comutativo com unidade
de A. O subanel B é chamado de subcorpo de A se todo elemento nao nulo de B possui

um 1nverso multiplicativo.

Defini¢ao 1.3.8 (Extensao de corpos). Se B é um subcorpo de um corpo A, A é dito

uma extensao de B.

1.3.2 IDEAL

Nesta subsecao, em decorréncia da definicao de subanel, serd apresentado o conceito de
ideal, estrutura bastante utilizada na construcao do corpo dos niimeros reais. Para esta
defini¢ao utilizamos a referéncia (GONCALVES, 2001).

Definicao 1.3.9. Um subanel T de um anel comutativo A é chamado de ideal de A se

possuir a sequinte propriedade:
Seac Aex €L, entaoa-x €.
Exemplo 1.3.5. O anel dos inteiros pares, denotado por A = 27 ¢ um ideal de 7.
Demonstracao.
1. 0 € A, portanto A # 0.

2. Sejam a,b € A, com a = 2m e b= 2n, onde m,n € 7Z.

a—b=2m—2n=2(m—n) € A, poism—n € Z.
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3. Sejama € Zebe A, com b=2n,onden € Z.

a-b=a-2n=2-(a-n) € A, pois a,n € Z.

1.3.3 HOMOMORFISMO

Neste topico, abordaremos a definicao de homomorfismo e suas propriedades. Além disso,
sera apresentado o teorema do homomorfismo de anéis, um resultado conhecido, que pode
ser encontrado juntamente com as propriedades aqui elencadas, nas referéncias (HEFEZ,
2016), (HUNGERFORD, 1997) e (GONCALVES, 2001).

Defini¢ao 1.3.10. Sejam (A, +,:) e (B,+,:) anéis. Uma aplicagao f : A — B é um

homomorfismo de A em B, se satisfaz as sequintes condi¢oes:
1. fla+0b) = f(a) + f(b), Va,b e A.
2. fla-b)= f(a)- f(b), Ya,b € A.

Proposicao 1.3.2. Se A e B sao anéis com unidade e f : A — B um homomorfismo,
entiao f(14) = 1p.

Demonstracao.

Seja a € A, como f é um homomorfismo de anéis, temos que

fla)- f(1a) = fla-14) = f(a).
Como f(a) € B, pela unicidade da unidade, temos que, f(14) = 15 ]

Exemplo 1.3.6. A aplicacao
p:Z — K
n — nl

¢ um homomorfismo de anéis, chamado de homomorfismo caracteristico.

Demonstracao.

Sejam m,n € Z. Entao

pim+n)=m+n)l = 14+ 1+,...,+1
N e’
m-+n—vezes

= (1414, +1)+ 1+ 14, ., +1)

i (.

vV WV
m—vezes n—vezes
= ml+nl

= p(m) + p(n).
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Como p(m) =ml e p(n) = nl, entdo

p(m)-p(n) = ml-nl
= ml-(1+1+,...,+1)

N

-~
n—uvezes

= ml+ml+, ..., +ml

n—vezes

Portanto, p é um homomorfismo. O]

Definicao 1.3.11. Se A e B sdo anéis ordenados e f : A — B € um homomorfismo, f é

dito um homomorfismo ordenado se a < b, implica f(a) < f(b).

Proposicao 1.3.3. Sejam (A, +,-) e (B,+,:) anéis e f : A — B um homomorfismo de
A em B. Entao,

1. f(04) = Op;
2. f(—a) = —f(a),Va € A;

Demonstracao.

1. Para qualquer a € A tem-se que
fla) = fla+0.4) = fa) + f(0.), (1.1)
pois f é um homomorfismo de anéis. Como f(a) € B e B é um anel, temos que
f(a) = f(a) + 0s. (1.2)
De 1.1 e 1.2, obtemos
fla) + 05 = f(a) + f(0.4).
Adicionando o simétrico aditivo em ambos os membros da igualdade, obtemos:
(—=f(a) + f(a)) + 08 = (= f(a) + f(a)) + f(0.4).

Portanto, 0 = f(0.4).
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2. Seja a € A, entao —a € A, ja que A é um anel. Portanto, a+ (—a) = 04. Pelo item

1, tem-se que

0 = fla+(=a)) = f(a) + f(=a),

Adicionando o simétrico aditivo de f(a) em ambos os membros da igualdade, obte-

mos:

—fla)+0s = —f(a)+ (f(a) + f(—a))
—fla) = (=f(a)+ f(a)) + f(=a)
—fla) = 0+ f(—a)

—fla) = f(-a).

]

Definigao 1.3.12. Seja f : A — B um homomorfismo de anéis. O nicleo de f, denotado
por N(f) € dado pelo sequinte subconjunto de A,

N(f) ={a € A; f(a) = 05}.

Definigao 1.3.13. Se f : A — B é um homomorfismo bijetivo, € dito que f € um isomor-
fismo de A sobre B.

Teorema 1.3.1. Sejam A e B anéis e f : A — B um homomorfismo. Entao,
1. Im(f) € um subanel de B;
2. N(f) € um ideal de A;
3. [ € injetiva se, e somente se, N(f) = {04};
Demonstra¢ao. Veja em (GONCALVES, 2001, p.57). ]

Proposicao 1.3.4. Seja K um corpo tal que o homomorfismo carcacteristico p : Z — K
¢ ingetor. Entao existe um unico homomorfismo p : Q — K e este € tal que po j = p,

onde j : 7Z — Q é o homomorfismo carcacteristico.
Demonstragao. Veja em (HEFEZ, 2016, p.52). ]

Proposigao 1.3.5. Seja KC um corpo ordenado. Eziste um inico homomorfismo p: Q —

IC. Além disso, p € um homomorfismo de anéis ordenados.

Demonstragao. Veja em (HEFEZ, 2016, p.53). ]
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Proposicao 1.3.6. Seja f : K — B um homomorfismo de anéis, onde K € um corpo.

Entao f € injetora e o subanel f(K) de B é um corpo.

Demonstracao.
Inicialmente, mostraremos que f é injetora, isto é, N(f) = {0}. De fato, suponha que
N(f) # {0}. Entao existe x € N(f) C K tal que = # 0. Logo, existe x7! € K tal que

roxl=1.
Sendo N(f) um ideal de K, veja a Proposicdo 1.3.1, como z € N(f) e 27! € K, entao
l=x-2"te N(f).

Entao, f(1) = 0, o que é um absurdo pois f é um homomorfismo. Portanto, f e injetora.
Resta provar que f(KC) é corpo. De fato, seja f(a) # 0 um elemento de f(K), como f é

injetora, temos que a # 0 e, portanto, a é invertivel, sendo f(a™') o inverso de f(a). O

Observacgao 1.3.3. Como Q é um corpo, pela proposi¢iao (1.5.6) p € um homomorfismo
injetor. Sendo K' um subcorpo de IC, em decorréncia das proposicoes (1.3.4), (1.5.5),

temos que:

Além disso,

(5) =730
= 7(§) 50
- #0) (1)
= pojla)-(pojb)
= pla)- (p(b)) " € K’

Logo, p(Q) C K'. Entdo o corpo p(Q) € o menor subcorpo de KC, e é denotado por K,
isto €, Ko = p(Q).

1.3.4 ANEL QUOCIENTE

Nesta subsecao, veremos a construcao de um anel quociente, juntamente com o teorema

do isomorfismo de anéis. A construcao aqui apresentada, além dos demais resultados, po-

dem ser encontrados em (HEFEZ, 2016), (HUNGERFORD, 1997), (GONCALVES, 2001)
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e (MILIES, 2001).
Seja A um anel qualquer e seja Z um ideal de .A. Vamos definir a seguinte relagao em
A:
Va,b e A, a=b(modZ) < a—beT.
Proposicao 1.3.7. A relacao definida anteriormente é uma relacdo de equivaléncia.

Demonstracao.

Quaisquer que sejam a, b, c € A, tem-se que
1. Reflexiva.

a=a(modZ), poisa—a=0¢€Z, jiqueZ éum ideal.
2. Simetria.

Sea=b(modZ),a—becZ. ComoZ éum ideal, b—a € Z. Portanto b = a (modZ).

3. Transitiva.

Se a =b(modZ),eb=c(modZ), entdo a —b€Z eb—cecZ. SendoZ um ideal,
temos que (a —b) + (b—c¢) =a—c € Z. Logo, a = c¢(mod ).

[]

A classe de equivaléncia do elemento a € A relativemente a relagdo = (modZ), serd

denotada por
a={beA; b=a(modI)}.

Note quebea < b—a € Z. Seb—a = u, para algum v € Z, entao b = a + u. Logo,
podemos escrever a = a+Z. O conjunto quociente de A pelo ideal Z, denotado por A/Z,

¢ dado por
A/T ={a;a € A}.

A seguinte proposi¢ao nos permitird definir operacoes de adi¢ao e multiplicagdo no con-

junto quociente A/Z.

Proposicao 1.3.8. Seja A um anel e Z um ideal de A. Se a = a' (modZ) eb ="V (modI)

entao
1.a+b=d +b (modI);
2.a-b=d -V (modI).

Demonstracao.
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2.
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(a+b)—(d+V)=a+b—d —b =(a—ad)+(b—V) €I, poisa—ad €Teb-b €T
Portanto (a +b) — (' + V') € Z.

Sejaa=d +z,2€Zeb="b+w,weZ Entio,
a-b—a"-b = (d'+2)-(V+w)—d-V =d-b+d - wt+z-b+zw—a-b =d -wt+z-b'+z-w.

Como z,w € Z e sendo Z um ideal de A, segue que o' -w, z -V, z-w € Z. Portanto,
a-b—ad-V=d w+z-V+z-wel

]

Proposicao 1.3.9. Sejam A um anel, T um ideal de A e a,b € A. Entio a =b(modZ)

se, e somente se a = b.

Demonstracao.

(=)

1.

2.

@ Cb.
Se x € @, entao x — a € I, ou seja, existe u € Z tal que r — a = u. Como
a=b(modZ), obtemosy =a—beZl.

Segue que
r=a+u=0b+y) +u=>b+(y+u).

Como y + u € Z, resulta que = € b.

bCa.
Dado z € b, entdo z — b € T, ou seja, existe v € Z tal que z — b = v. Como
a=0b(modZ) entdao b = a(modZ). Dai, y=b—a €.

Segue que:
z=v+b=v+yt+a=a+(v+y).
Como v + 1y € T, entdo z € a. De 1. e 2. segue que @ = b.

Observe que @ = a+ 0 € @ = b, entdo existe z € Z, tal que a = b+ z, portanto,

temos que a —b =1z € Z, isto é, a = b (modI).
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Proposicao 1.3.10. Seja A/I = {a;a € A}. As operacgoes de adigcdo e multiplicagdo:

o AJT x AJT — AJI AT x AT = AT
(@b)—~a+b=a+b (@b) — a-b=a-b

estao bem definidas.

Demonstracao.
Sejam @, b, a’,t/ elementos de A/I tais que @ = a’ ¢ b = I/. pela Proposicio 1.3.9,
temos que a = a' (mod 1) e b=V (modI). Agora, a Proposicao 1.3.8 nos permite que:

a+b=d +V (modl) e a-b=d-V(modl).

Dali, segue que

at+tb=a +V e a-b=d V.

[]

Teorema 1.3.2. Seja A um anel e T um ideal de A. Entdo o conjunto A/Z em relagdo

as operacoes soma e produto € um anel.

Demonstracao.

Sejam @, b,¢ € A/T. Faremos a verificacio das seguintes propriedades.

P1) Associatividade da adicao.

a+(b+c) = a+(b+c)
)

P2) Existéncia de um elemento neutro aditivo.

a+0 = a+0

|
S

P3) Existéncia de um inverso aditivo.

a+(—a) = a+(—a)
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P4) Comutatividade.

P5) Associatividade da multiplicagao.

a-(b-¢) = a-(b-c)

P6) Distributividade.

a-(b+c) = a-(b+ec)
= a-(b+0¢)
= a-bta-c
= a-bt+a-c

= a-bt+a-c

Portanto, concluimos que A/Z é um anel. O anel A/Z é denominado de anel quociente.

m
Proposigao 1.3.11. Se 1 ¢ unidade de A, entdo 1 € unidade de A/T.
Demonstracao.
lz=zx-1l=z,VeeA=1-7=1- r-1=7-1=7,Vre A/L O
Proposicao 1.3.12. Se A ¢ comutativo, entio AJZ é comutativo.
Demonstracao.
Sex-y=y-x,Ve,yc A=2-y=2-y=y-2=y-2,Vz,y € A/TL. ]

Definicao 1.3.14. Se f : A — B € um homomorfismo bijetivo, entio f é chamado

isomorfismo, e A e B sdao ditos isomorfos, sendo denotado por A ~ B.

Teorema 1.3.3 (Teorema do homomorfismo de anéis). Sejam A e B anéis e f: A — B

um homomorfismo, entio os anéis A/N(f) e Im(f) sao isomorfos.

Demonstragao.

Considere a seguinte aplicacao:



26

[ AIN(f) = B
ar f(@) = f(a)

1. Vamos mostrar que festé bem definida. De fato, sejam a7, az € A/N(f) tais que

a1 = ay. Entao,
a; ~ as < ay = ay mod N(f) < a; —as € N(f) < f(ag —az) =0.
Como f é um homomorfismo, tem-se que

flar —az) = f(ar) — f(az) = 0.

Entao, f(a1) = f(az), e portanto f(ar) = f(az).

2. f é um homomorfismo. De fato: sejam @i, @3 € A/N(f). Entéo,

(a) f(a_1+a_2) zf(a1+a2) = fla1 +ag) = f(a1) + f(az) :f(a_1)+f(a_2), pois f

¢ um homomorfismo.

(b) f(@-@) = f(@az) = f(ar-az) = f(ar)- f(az) = f(@) - [(@), & que f é um

homomorfismo.

3. f ¢ injetor. De fato: vamos mostrar que N(f) = {0}.

(a) N(f) c{0}.
Dado @ € N(f) entao f(@) = 0, isto ¢, f(a) = 0. Portanto, a € N(f), o que
implica @ = 0. Logo, N(f) c {0}.

(b) {0} € N(/).

Como f(0) = f(0) =0, j4 que f é um homomorfismo, entdao 0 € N(f).
De (a) e (b) segue que N(f) = {0}. Conclufmos entdo que f ¢ injetor.
4. f é sobre sua imagem, isto é, f(A/N(f)) = Im(f).
[

Teorema 1.3.4 (Teorema do isomorfismo). Sejam A e B anéis e f : A — B um

homomorfismo sobrejetor, entao os aneis A/N(f) e B sao isomorfos.

Demonstracao.

Como f : A — B é um homomorfismo de anéis, entao pelo Teorema do homomorfismo,
A/N(f) é isomorfo a Im(f). Como f é sobrejetor, entao Im(f) = B. Portanto, A/N(f)
é isomorfo a B.

]



Capitulo 2

NUMEROS NATURAIS

2.1 OS NUMEROS NATURAIS

Iniciaremos a construcao dos numeros reais a partir do estudo dos nimeros naturais.
Ademais, adotaremos como meio de formalizacao, o método axiomatico de Peano. Esse
método tem como principio, trés axiomas, que serao apresentados em seguida. Os princi-
pais resultados aqui elencados podem ser encontrados em (FERREIRA, 2013) e (MILIES,
2001).

2.1.1 AXIOMAS DE PEANO

Existe um conjunto N e uma funcao s : N — N que satisfaz as seguintes condigoes:
1. A funcao s é injetora;

2. Existe um elemento em N, que denotaremos por 0, e chamaremos de zero, que nao

estd na imagem de s, isto é, 0 ¢ Im(s);
3. Seja A um subconjunto de N tal que:

(a) 0 € A;
(b) Sen € A, entao s(n) € A.

Nessas condigoes, A = N.

O conjunto N é chamado de conjunto dos nimeros naturais. Além disso, o Axioma (3),
destacado acima é conhecido como Principio da Inducao Finita ou Principio da Inducao

Matemaética.

Proposicao 2.1.1. A funcdo s : N — N denominada de sucessor, satisfaz:

1. s(n) # n, para todo n € N;

27
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2. Im(s) =N\ {0}.
Demonstracao.

1. Seja A um subconjunto de N constituido dos elementos n € N tais que s(n) # n.
Usaremos o Principio da Inducao Matematica para mostrarmos que A = N, ou seja,
s(n) # n, Vn € N. Note que 0 € A, pois s(0) # 0 ja que 0 ¢ I'm(s) pelo segundo

axioma de Peano. Resta mostrar que, se k € A entao s(k) € A. De fato, como
ke As s(k)#k,

sendo a funcdo s injetora, entao s(s(k)) # s(k). Logo s(k) € A e pelo Principio da

Indugao Matematica, A = N.
2. Seja A = {0} U Im(s) um subconjunto de N.

(a) E 6bvio que 0 € A;
(b) Dado k € A C N, como s(k) € Im(s) entao s(k) € A. Portanto, pelo Principio

da Inducao Matematica, temos que A = N, isto é,
N = {0} U Im(s).
Como 0 ¢ I'm(s), entao I'm(s) = N\ {0}.
O

Observacao 2.1.1. N\ {0} € denotado por N*, isto é, o conjunto de todos os nimeros

naturais diferentes de zero.

2.1.2 OPERACOES COM NUMEROS NATURAIS

Neste topico, serao apresentadas duas operacoes sobre o conjunto dos niimeros naturais,

denominadas de adi¢do (+) e multiplicagao ().

Definigao 2.1.1 (Operagao de adigdo em N). Define-se a operagao de adigio em N como
sendo a aplicacao + : NxN — N que associa cada par (m,n) ao nimero m—+n pertencente

a N, satisfazendo as sequintes condicoes:
1. m+0=m;
2. m+s(n)=s(m-+n), onde s € a funcdo sucessor.
Proposicao 2.1.2. Dado m € N a adigcao m + n estd bem definida para todo n € N.

Demonstracao.

Fixado um m € N arbitrario, considere o conjunto S = {n € N: m + n € N}. Entao:
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1. 0 € S, pois da definicao de adicao do item 1 temos que m + 0 = m;

2. Dado n € N, entao m +n € N. Logo, da definicao, item 2, vale a igualdade
m + s(n) = s(m +n) € N. Entao s(n) € S.
Portanto, S = N.

Proposicao 2.1.3 (Associatividade).
Para todos m,n € N tem-se que,

m+(n+p) = (m+n)+p.

Demonstracao.
Fixados os naturais m,n arbitrarios, iremos considerar o conjuto S = {p € N; m +
(n+p) = (m+n)+ p} e mostrar que S = N.

1. 0 € S, pois

m+(n+0) = m+n
= (m+n)+0.

2. Dado p € S, isto é, m + (n+ p) = (m + n) + p. Vamos provar que s(p) € S.

m+ (n+s(p)) = m+sn+p)
= s(m+(n+p))
= s((m+n)+p)
= (m+n)+s(p).

Portanto, s(p) € S. Assim, pelo Principio de Indugao Matematica, S = N.

Proposicao 2.1.4 (Elemento Neutro aditivo).
O zero € o unico numero natural, denominado elemento neutro aditivo, que satisfaz a

sequinte igualdade:
m+0=m =0+ m, para todo m € N.

Demonstracao.
Dado m € N, por defini¢ao, temos que m + 0 = m, restando provar que 0 +m = m.

Para isso, consideremos o conjunto S = {m € N;0 4+ m = m}.
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1. Existéncia:

(a) 0 €S, pois 0+ 0 = 0;

(b) Dado n € S, entdao 0 +n = n. Agora, s(n) = s(0 +n) = 0+ s(n), isto é,
s(n) € S. Portanto, S = N.

2. Unicidade:

Suponha que exista um nimero natural n tal que m +n = m = n + m para todo
m € N. Em particular, temos que 0 +n = 0. Mas zero é o elemento neutro aditivo,

isto é, 0 +n =n. Entao n = 0.
m

Definicao 2.1.2. Indicaremos por 1 o numero natural que é sucessor de 0, ou seja,

1 = s(0).
Proposicao 2.1.5. O sucessor de um numero natural n € dado pela sequinte igualdade:
s(n)=14+n

Demonstracao.

Considere o seguinte conjunto: S = {n € N;s(n) =1+ n}.
1. 0 € S, pois s(0) :=1=1+0;

2. Seja n € S. Vamos mostrar que s(n) € S. De fato, como s(n) = 1 + n, temos que,
s(s(n)) = s(1+n) =1+ s(n),

isto é, s(n) € S. Assim, pelo Principio de Indu¢ao Matematica, temos S = N.
m

Observacao 2.1.2. Note que a definicao de sucessor pode ser entendida da sequinte

forma: somar o numero 1 a um nimero natural n € tomar o seu Sucessor.
Como ja temos os simbolos 0 e 1 = s(0), a continuagao é definida como:
s(1) = 2 (lé-se dois), s(2) = 3 (1é-se trés), s(3) = 4 (lé-se quatro),
e assim por diante. Dessa forma, vemos entao que N contém o conjunto:
{0,5(0), s(s(0)), s(s(s(0)),...} ={0,1,2,3,...}.

O teorema a seguir mostra que os axiomas de Peano formalizam a ideia intuitiva de
conjunto dos nimeros naturais, ou seja, N = {0,1,2, 3, ...}, ndo contém outros elementos

além desses.
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Teorema 2.1.1. O conjunto dos nimeros naturais é dado por N = {0,1,2,3,...}.

Demonstracao.
Seja S =1{0,1,2,3,...} um subconjunto de N. Entao:

1. E ébvio que 0 € S

2. Como S contém o sucessor de qualquer elemento nele contido, isto é, se n € .S entao,
s(n) € S.

Logo, pelo Principio de Indugao Matematica, temos S = N. O

Proposigao 2.1.6 (Comutatividade).

Para todo m,n € N tem-se que
m+n=n-+m.

Demonstracao.

Consideremos o seguinte conjunto:

S={neN; m+n=n+m, Vme N.}
1. 0 € S, pois m+ 0 =0+ m, para todo m € N;

2. Dado n € N, isto é, m+n = n+m, para todo m € N. Vamos mostrar que s(n) € S.
De fato,

m+s(n) = s(m+n)

= s(n+m)
= 1+ (n+m)
= (1+n)+m
= s(n)+ m.
Dai, temos que s(n) € S.
Portanto, pelo Principio de Inducao Matematica, temos S = N. O

Proposicao 2.1.7 (Lei do corte da adigao).

Para todo m,n,p € N tem-se que
n+m=n+p=m=p.

Demonstracao.

Consideremos o seguinte conjunto:
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S={neN;n+m=n+p=m=p, Ym,p e N}.
1.0e S, pois0+m=0+p=m = p;

2. Dadon € S, isto é, n+m = n+p = m = p. Vamos mostrar que s(n) € S. De

fato, pela injetividade de s e pela hipétese, temos que,
sn)+m=s(n)+p=sn+m)=sn+p)=n+m=n+p=m=p.
Portanto, s(n) € S. Assim, pelo Principio de Inducao Matematica, S = N.

O

Defini¢ao 2.1.3 (Operacao de multiplicagao em N). Define-se a operagao multiplicag¢ao
em N como sendo a aplicagio - : N x N — N que cada par (m,n) € N x N € associado o

numero m - n pertencente a N, satisfazendo as sequintes condicoes:
1. m-0=0;
2. m-s(n)=m-n+m, onde s € a fungdo sucessor.

Proposicao 2.1.8. Dado m € N, a multiplicacao m - n estd definida para todo nimero
n € N.

Demonstracao.

Fixado m € N arbitrario, considere o seguinte conjunto:
S={neN : m-neN}L
1. 0 € S, pois da definicao de multiplicacao, item 1, temos que, m - 0 = 0;

2. Dado n € S, isto é, m-n € N. Vamos mostrar que s(n) € S. De fato, pelo item 2
da defini¢ao de multiplicacao, vale a igualdade m - s(n) = m -n + m € N. Entao,
s(n) € S.

Portanto, pelo principio de Indugao Matematica, S = N. m

Proposicao 2.1.9 (Elemento neutro multiplicativo).
Eziste um inico numero natural, denominado elemento neutro multiplicativo, que sa-

tisfaz a sequinte igualdade:
1-m=m=m-1, para todo m € N.
Demonstracao.

1. Existéncia:

Considere o seguinte conjunto: S ={n € N; 1-n =n}.
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(a) 0 €S, pois, por definigao, 1-0 = 0;

(b) Dado n € S, isto é, 1 - n = n. Vamos mostrar que s(n) € S. De fato,

l-s(n) == 1-n+1
= n+1

= s(n)

Logo, s(n) € S. Assim, pelo Principio de Indugao Matemaética, temos S = N.

Resta provar que n - 1 = n. Note que,
n-1=n-s500=n-0+n=0+n=n
Portanto, n -1 = n.

2. Unicidade:

Suponha que exista 1’ € N tal que 1’ - n = n para todo n € N. Em particular,
1-1=1. (2.1)
Agora, sendo 1 o elemento neutro multiplicativo, entao
1-1=1". (2.2)

Como 1"-1=1-1,de (2.1) e (2.2), temos que 1’ = 1.

Proposicao 2.1.10 (Distributiva).

Para todo m,n,p € N tem-se que
m-(n+p)=m-n+m-p.

Demonstracao.

Fixados os naturais m,n arbitrarios, considere o seguinte conjunto:

S={peN; m-(n+p)=m-n+m-p}
1. 0 € S, pois

m-(n+0) = m-n
= m-n+0

= m-n+m-0.
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2. Dado p € S, isto é, m- (n+p) = m-n+ m-p. Vamos mostrar que s(p) € S. De

fato,
m-(n+s(p)) = m-s(n+p)
= m-(n+p +m
= m-n+tm-p+m
= m-n+m-s(p).
Portanto, s(p) € S.
Logo, pelo principio de Indugao Matematica, S = N. n

Proposigao 2.1.11 (Associativa).

Para todo m,n,p € N tem-se que

m-(n-p)=(m-n)-p.

Demonstracao.

Fixados os naturais m,n arbitrarios, considere o seguinte conjunto:
S={peN;m-(n-p)=(m-n)- p}

1. 0 € S, pois

2. Dado p € S, isto é, m-(n-p) = (m-n)-p. Vamos mostrar que s(p) € S. De fato,

m-(n-s(p)) = m-(n-p+n)
= m-(n-p)+m-n
= (m-n)-p+m-n

= (m-n)-s(p).
Portanto, s(p) € S

Logo, pelo Principio de Inducao Matematica, temos que S = N. O

Proposigao 2.1.12 (Comutativa).

Para todo m,n € N tem-se que
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Demonstracao.

Consideremos o seguinte conjunto:

S={neN;m-n=n-m, Ym e N}
1. 0e S, poism-0=0=0-m;

2. Dado n € S isto é, m-n =n-m. Vamos provar que s(n) € S. De fato,

m-s(n) = m-n+m
= n-m-+m
= s(n)-m.
Logo, s(n) € S.
Portanto, pelo Principio de Inducao Matematica, temos S = N. O

Proposicao 2.1.13. Sejam m,n € N tais que m +n = 0. Entao m =n = 0.

Demonstracao.
Suponha que n # 0. Entao n = s(k) para algum k € N.
Agora,

O=m+n=m+sk)=s(m+k),
o que é um absurdo, pois 0 ¢ I'm(s). Portanto, n =0, isto é, m =m+0=m+n=0. O
Proposicao 2.1.14. Sejam m,n € N, se m-n =0, entao m =0 oun =0

Demonstracao.
Por hipdtese, temos que m - n = 0. Suponha que n # 0, entdao n = s(k), para algum
k € N. Assim,
m-n=m-s(k)=0=m-k+m=0.

Logo, pela Propoposicao 2.1.13, segue que m - k = m = 0. De modo analogo, supondo

que m # 0, conclui-se que n = 0. ]
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2.1.3 RELACAO DE ORDEM EM N

Em N existe uma relacao de ordem que nos permitird comparar os nimeros naturais.

Definicao 2.1.4. Dados m,n € N, diz-se que m é menor do que ou igual a n, denotando-

se por m < n, se existe p € N tal que
n=m-+p.

No caso em que n < m, diz-se que m é maior ou igual a n. Além disso, dizemos que
um nimero natural m é menor do que o nimero natural n, denotando-se por m < n, se

m<mnem#n.
Os seguintes resultados provam que a relacao < em N, é uma relagdo de ordem, ou
seja, valem as propriedades reflexiva, anti-simétrica e transitiva.

Proposicao 2.1.15 (Reflexiva).

Dado m € N, se m < m, entdo m =m

Demonstracao.
Por hipétese, temos que m < m, com m € N, ou seja, m = m + p. Portanto, para

p =0, obtemos m =m O

Proposicao 2.1.16 (Antissimétrica).

Dados m,n € N, se m <n en <m, entao m =n.

Demonstracao.

Por hipétese, m < n e n < m, entao existem p, q € N tais que

n=m+p (2.3)

m=mn+gq. (2.4)

Substituindo 2.3 em 2.4, obtemos:
m=n+q=(m+p)+qg=m+(p+q),

ou seja, p+ q = 0 e pela Proposicao 2.1.13 temos que p = ¢ = 0. Portanto, m = n. O

Proposigao 2.1.17 (Transitividade).
Dados m,n,p € N. Sem <n en <p, entao m < p.
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Demonstracao.

Por hipétese m < n e n < p. Entao existem r,s € N tais que

n=m-+r (2.5)

p=n+s. (2.6)
De 2.5 e 2.6 temos que,

p = (m+r)+s
= m+(r+s).

Portanto, m < p. O

Proposigao 2.1.18 (Tricotomia).

Para quaisquer m,n € N, temos que uma, e apenas uma, das sequintes relagoes ocorre:
1. m<n;
2. m=n;
3. m >n.

Demonstracao.
Inicialmente vamos mostrar que duas dessas relagoes nao podem ocorrer simultanea-

mente. Posteriormente, mostraremos que uma delas necessariamente ocorre.

1. Note que 1 e 2 nao podem ocorrer simultaneamente, pois, por definicao, temos que
n=m+pcomp € N* e m =n. Substituindo a segunda igualdade na primeira,
obtemos m = m + p e pela lei do corte, p = 0, o que é uma contradicao, ja que
p € N*. De modo analogo, concluimos que 2 e 3 nao podem ocorrer juntas. Suponha

que 1 e 3 ocorram simultaneamente, nesse caso, teriamos:

n=m-+p (2.7)
m=n+p, (2.8)

com p,p’ € N*. Entao,

n+0=n=n+p)+p=n+{p+p),
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e pela lei do corte, temos que p + p' = 0. Pela Proprosicao 2.1.13, segue que

p=1p =0, o que é uma contradicao, pois p,p’ € N*.

2. Mostraremos agora que uma das trés relacoes acontece. Seja m um natural ar-

bitrario, considere o seguinte conjunto:

S={reN;z=m ou z>m ou z <m}.

(a) 0 €S, pois 0 =m ou 0 # m.
(b) Dado k € S, mostraremos que k + 1 € S. Para isso, devemos considerar trés
situacoes:
i. Kk = m. Neste caso, k+1 =m + 1, o que implica kK + 1 > m. Portanto,
k+1e€Ss.

ii. k > m. Neste caso, existe p € N* tal que &k = m + p. Entao, £k + 1 =
(m+p)+1=m+ (p+1), o que implica k +1 > m. Logo, k+ 1€ S.

iii. k& < m. Neste caso, existe p € N* tal que m = k + p. Como p # 0, entao
p=p +1,p € N. Agora,
m=k+@+1)=k+1+p)=(Fk+1)+p".
Sep =0entatom =k+1lek+1€S. Sep #0,entdom > k+1e
k+1elS.

Portanto, pelo Principio de Indugao Matematica, temos S = N.

Proposicao 2.1.19 (Monotonicidade da adi¢ao).
Para quaisquer m,n € N, se m < n, entao m + p < n+ p, para todo p € N.

Demonstracao.

Consideremos o seguinte conjunto:
S={peN; m+p<n+p}
1.0e S, poism+0=m<n=n+0;

2. Dado p € S. Vamos mostrar que s(p) € S. Como p € S, entdo m + p < n + p. Por
definigao, existe r € N tal que n +p =r + (m + p).
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Agora,

n+s(p) = s(n+p)
= 1+ (n+p)
= 1+ (r+(m+p))
= s(r+(m+p))
= r+s(m+p)
= 1+ (m+s(p))

Portanto, m + s(p) < n + s(p). Entao, s(p) € S.

Logo, pelo Principio de Inducao Matematica, temos S = N. O

Proposicao 2.1.20 (Monotonicidade da multiplicagao).

Para quaisquer m,n € N, se m < n, entao m-p <n-p, para todo p € N*.

Demonstracao.
Por hipétese, m < n, isto é, existe ¢ € N tal que n = m+¢. Suponha que m-p > n-p,
ouseja, m-p=mn-p+q, com q € N*. Substituindo a primeira igualdade nesta ultima,

obtemos,
m-p=(m+q)-p+qd=m-p=m-p+q-p+qd=qp+qd=0,

pela Proposicao 2.1.14, segue que, p-q = ¢ = 0, o que é uma contradicao, pois ¢’ € N*.

Logo, m-p <n-p. O



Capitulo 3

NUMEROS INTEIROS

3.1 OS NUMEROS INTEIROS

No ensino bésico, os numeros inteiros e suas propriedades sao introduzidas para dar
significado as operacoes do tipo a — b, onde a é menor que b. O conjunto que possui 0s
referidos niimeros é denominado conjunto dos niimeros inteiros e é constituido de niimeros

naturais e seus simétricos, ou seja,
Z=NU{-1,-2,...,—n,...}.

Caso N seja considerado sem o zero, tem-se que o conjunto dos niimeros inteiros pode ser

apresentado da seguinte forma:
Z=Nu{oju{-1,-2,...,—n,..}.
Os resultados aqui apresentados podem ser encontrados em (FERREIRA, 2013) e (MI-

LIES, 2001).

3.1.1 CONSTRUCAO DOS NUMEROS INTEIROS

O conjunto dos niimeros inteiros sera construido a partir do conjunto dos niimeros natu-

rais, considerando uma relacao de equivaléncia.

Considere inicialmente o conjunto N x N = {(a,b) ; a,b € N}. Nele é definido a

seguinte relacgao:
(a,b) ~ (¢,d) & a+d=b+c.
Proposicao 3.1.1. A relagao definida anteriormente é uma relagao de equivaléncia.

Demonstracao.

40
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1. Reflexiva.

Dados (a,b) € N x N, como a + b = b+ a, segue que (a,b) ~ (a,b).

2. Simétrica.

Dados (a,b), (¢,d) € N x N com (a,b) ~ (c,d), temos que

a+d = b+c
b+c = a+d
c+b = d+a. (3.1)

De 3.1 temos que (¢,d) ~ (a,b).

3. Transitiva.

Sejam (a,b), (¢,d), (e, f) € N x N tais que

pela lei do corte, obtemos
a+ f=0b+e.

Logo, (a,b) ~ (e, f).

Obetemos entao a seguinte classe de equivaléncia:

(a,0) = {(z,y) e NxN; (z,) ~ (a,0)}.

Definigao 3.1.1. O conjuto N x N/ ~ constituido pelas classes de equivaléncias (a,b) é

denotado por Z e serda chamado de conjunto dos numeros inteiros, ou seja,

Z=NxN/~={(a,b); (a,b) € N x N}.



42

3.1.2 OPERACOES COM NUMEROS INTEIROS

Neste tépico, serdo apresentadas duas operagoes em Z, denominadas de adi¢ao (+) e

multiplicacdo (-) de nimeros inteiros.

Definigao 3.1.2 (Operacao de adigdo em Z). Define-se a operagao de adi¢ao em Z como
sendo a aplica¢io + : 7Z X Z — Z que a cada par (o, ) € Z X Z € associado o niumero
a+ 3 pertencente a Z, onde a = (a,b), B = (¢,d) e

a+ 8= (a+cb+d).
Proposigao 3.1.2. A operagao de adi¢cao em Z estd bem definida.
Demonstracao.

Sejam (0576)7 (&/75/) € Z X 7 tais que (0576) = (a/aﬁ/)a onde o = ((I,b), /8 = (Cv d)7

o =(a,V) e =(d,d). Segue da igualdade de pares ordenados que,

a=def=p
ou seja,
(a,b) = (a’, V).
Dai, (a,b) ~ (a’, V'), isto é,
a+b = b+d. (3.4)
De modo anélogo, concluimos que
c+d = d+¢. (3.5)
De 3.4 e 3.5 temos que,
(a+V)+(c+d) = (b+d)+(d+) (3.6)
(a+c)+ W +d) = (b+d)+ (d+). (3.7)

De 3.7 obtemos
(a+ec,b+d)~(d+d,V+d),

ou seja,

(a+c,b+d) = (4,0 +d)
a+p = o +43.
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Proposicao 3.1.3 (Associatividade).

Para quaisquer o, B,y € 7, tem-se que

+(P+7)=(a+6)+v

Demonstracao.
Dados a = (a,b), g

(e, f) em Z. Entao,

I
—~
o

SH
~—

@
-2

I

(a+b)+ ((c.d) + (e, f))
(a,b) + (c+e,d+ f)
(a+ (c+e),b+ (d+ f))
= ((a+c)+e (b+d) +f)
(
(
(

a

a+cb+d+ (e f)

b) + (¢,d)) + (e, f)

+
(a,
a+p)+ 7.

O
Proposicao 3.1.4 (Comutatividade).
Para quaisquer o, B € 7, tem-se que
a+pf=p35+a.
Demonstracao.
Dados a = (a,b), 8 = (¢,d) em Z. Entao,
at+f = (a,b)+(c,d)
= (a+c¢b+d)
= (c+a,d+Db)
= <C7 d) + (a7 b)
O

Proposicao 3.1.5 (Elemento neutro aditivo).

a+ 0= q, para todo a € Z, onde 0 = (0,0)

Demonstracao.
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Dado a = (a,b) € Z, entao

a+0 = (a,b)+(0,0)
(

Proposicao 3.1.6 (Elemento simétrico).
Para cada o € 7 existe um unico elemento, chamado de elemento simético a «,

denotado por —a tal que
a+ (—a) =0.

Demonstracao.

1. Existéncia:

Sejam « = (a,b) e —a = (x,y) em Z tais que o + (—a) = 0. Entao,

(a?b)+(xay) = (070>
(a+z,0+y) = (0,0).

Entao (a+z,b+y) ~ (0,0), isto é, (a+2)+0 = (b+y)+0. Dai, obtemos a seguinte

equacao linear:
a+xr=0>b+y.

Logo, temos que x = b e y = a ¢ uma das solucoes da equagao linear. Portanto,

—a = (b,a).

2. Unicidade:

Seja a = (a,b). Suponhamos que existam dois elementos distintos simétrios a «,

isto é, —a = (b,a) e —a/ = (V/,a’) em Z. Como a e —a’ sdo simétricos a «, segue

que

a+ (—a) = (a,b) + (b,a) = (0,0) = (a+b,b+a)=(0,0) (3.8)
= a+b=0b+a. (3.9)



o+ (_O/) - (CL, b) + (bla CL/> - (070) = (a +0,0+ CL’) - (07())
= a+b =b+4d.

De 3.9 e 3.11, obtemos

(a+b)+(b+a)=(b+a)+(a+b)
(a+b)+ (b+d)=(a+b)+ (a+1).

Pela lei do corte em N, temos que

b+ad =a+l.
Portanto,

(b;a) ~ (V' a),
isto é,

(bya) = (V,d).

Proposicao 3.1.7 (Lei do corte da adigao).
Para todo o, B, v € Z tem-se que

a+fB=7+p0=a=r7.

Demonstracao.
Dados a = (a,b), = (¢,d) e v = (e, f) em Z. Entéo,

at+f = v+p
(a,0) + (c,d) = (e, f)+(c,d)
(a+c,b+d) = (e+e f+4d)
(a+c)+(f+d) = (b+d)+(e+c)
a+f = b+te
(a,0) = (e f)
a = 7.

45
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Definigao 3.1.3 (Operacao de multiplicacdo em Z). Define-se a opera¢ao de multi-
plicagio em Z como sendo a aplicagdo - : Z X Z — 7 que a cada par (o, ) € Z X 7 €

associado o nimero a - B pertencente a Z, onde a = (a,b), B = (¢,d) e

a-f = (ac+ bd,ad + bc).
Proposigao 3.1.8. A operacao de multiplicacao em Z estd bem definida.

Demonstracao.
Sejam (&,B),(Ojl,ﬁl) € Z X Z tais que (avﬁ) = (a/aﬂ/)v onde a = (a7b)7 B = (Cv d)a

of = (V) ef =(d,d). Entao

1. De a = o/ temos que

(a,b) = (a', V).
Dai, (a,b) ~ (a/,') e portanto
a+bt =b+d. (3.12)

Multiplicando 3.12 por ¢, obtemos:

ca+cb = cb+ cd. (3.13)
De modo anéalogo, multiplicando 3.12 por d, tem-se que

da+db =db+dd. (3.14)
Somando membro a membro as equacoes 3.13 e 3.14 obetemos

(ca+cb)+ (db+dd) = (cb+cd')+ (da+ db)
ac+bd+dd+Ve = ad+bc+dc+bd
(ac+bd,ad +bc) ~ (dc+bd,dd+Vc)
(ac+bd,ad 4+ bc) = (d'c+bd,a'd+Vc)

(a,b) - (c,d) = (a,V)-(c,d). (3.15)

2. De g = ' temos que

(c,d) = (¢, d').
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Dai, (¢,d) ~ (¢, d’) e assim
c+d =d+¢. (3.16)
Multiplicando a equacao 3.16 por a’ obtemos
dc+add =dd+dd. (3.17)
De modo analogo, multiplicando a equacao 3.16 por b’ tem-se que
be+bd =bd+ V. (3.18)
Somando membro a membro as equacoes 3.17 e 3.18 obtemos as seguintes igualdades

(dc+dd)+ Wd+bd) = (dd+dd)+ (Ve+bd)
de+bd+dd +bd = dd+be+dd +Vd
(dc+Vd,dd Ve) ~ (dd+bd,dd V)
(dc+Vd,ad,Vc) = (dcd+Vd,ad V)

(V) (c,d) = (V) (c,d). (3.19)

Portanto, das equacgoes 3.15 e 3.19 segue-se que

(@7 b) ) (07 d) = (CL’, bl) ’ (C, d) = (&I? bl) : (Cla d/)v

isto é,

(a,b) - (c,d

a .

= =
(I
—~
5.2
<
= ~—
—
Q\
&)
~—

Proposicao 3.1.9 (Associatividade).

Para quaisquer o, B,y € Z, tem-se que
a-(f-v)=(a-B)-7.

Demonstracao.
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Dados a = (a,b), = (¢,d) e v = (e, f) em Z. Entao

(a,0) - ((c,d) - (e, f))

(a,b) - (ce +df,cf + de)
(a(ce + df) + b(cf + de),alcf + de) + b(ce + df))
(ace + adf + bef + bde, acf + ade + bee + bdf )

= (ace+ bde + adf + bef,acf + bdf + ade + bee)
(
(
(
(

(ac + bd)e + (ad + be) f, (ac + bd) f + (ad + be)e)
ac+ bd,ad + bc) - (e, f)

= ((a,0) - (c,d)) - (ef)
= (a-f8)-v
m
Proposicao 3.1.10 (Comutatividade).
Para quaisquer o, B € 7, tem-se que
a-pf=p0"-a.
Demonstracao.
Dados o = (a,b), 8 = (¢,d) em Z. Entao
a-f = (a,b)-(c;d)
= (ac+ bd,ad + bc)
= (ca+ db,cb+ da)
= (C7 ) ’ (a’ )
= B-a.
m

Proposicao 3.1.11 (Elemento neutro).

a-1=a, para todo o em 7Z, onde 1 = (1,0).

Demonstracao.
Sejam « = (a,b), 1 = (1.0) em Z. Entao

(a,0) - (1,0)
= (a-14+0-0,a-0+b-1)
(

a+0,0+0b)
a,b)

|
—

Il
L
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Proposicao 3.1.12 (Distributiva).

Para quaisquer o, B,y € Z, tem-se que

a-(B+y)=a-B+a-7.

Demonstracao.

Sy
I
=
QU
N—
)
2
I

Sejam o = (a,b) (e, f) em Z. Entao

a-(B+7v) = (a,b)((c,d) + (e, f))
= (a,b) - (cted+[)

(alc+e) +b(d+ f), a(d+ f) +b(c+e))
= (ac+ae+bd+bf, ad+ af + bc + be)
= (ac+bd+ ae+bf, ad+ bc+ af + be)
= (ac+bd, ad + bc) + (ae + bf, af + be)
b) - (¢,d) + (a,b) - (e, f)

(a,

3.1.3 RELACAO DE ORDEM EM Z

Assim como no conjunto dos nimeros naturais, existe uma relacao de ordem em Z, que
nos permitira comparar os ntmeros inteiros. Os resultados aqui apresentados podem ser

encontrados em (FERREIRA, 2013) e (MILIES, 2001)

Definig¢ao 3.1.4. Dados a = (a,b), 5 = (¢,d) € Z, « € dito menor o igual a B, denotando-

se por a < f3, se
a+d<b+c.

Os seguintes resultados provam que < em Z é uma relacao de ordem, ou seja, valem

as propriedades reflexiva, antissimétrica e transitiva.
Proposicao 3.1.13. A desigualdade < define uma relagao de ordem em 7.

Demonstracao.

1. (Reflexiva)

Se aw = (a,b) € Z, entdo a < v, pois a + b = b + a.
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2. (Antissimétrica)

Sejam o = (a,b), B = (¢,d) € Z. Vamos mostrar que se « < e [ < a, entao

a=f.

(a) Se a < f3, tem-se que

(a,b) < (¢,d)
a+d < b+e.

(b) Se g < «, tem-se que

IN

(c,d) (a,b)
c+b < a+a.

Entao, pela tricotomia dos ntimeros naturais, temos que

a+d = b+c
(a,b) = (c¢,d)
a = f.

3. (Transitiva)

Sejam o = (a,b), = (¢,d) e v = (e, f) em Z. Vamos mostrar que se o« < [ e
B <7, entao a < 7.

(a) Se a < f3, tem-se que

(a,b) < (c,d)
a+d < b+e.

(b) Se 8 <, tem-se que

(¢,d) (e, f)
c+f < d+e

IN

Entao, existem p, g € N tais que

b+c¢ = (a+d)+p. (3.20)

d+e = (c+f)+gq (3.21)
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Somando membro a membro das Equagoes 3.20 e 3.21, obtemos

bt+c+d+e = (a+d)+p+(c+f)+gq
b+e+(c+d) = a+f+p+qg+(c+d).
Pela lei do corte em N, temos que
bte=a+f+(p+q).

Como p+ ¢ € N, entao

a+f < b+e
(a,0) < (e, f)
a < vy

Proposigao 3.1.14 (Tricotomia).
Para quaisquer o, B,y € Z, temos que uma, e apenas uma, das sequintes relagoes

ocorre:
1. a<p;
2. a=f,
3. a>p.

Demonstracao.

Dados a = (a,b), 8 = (¢,d), v = (e, f) em Z.

1. Suponha que a < f e f < « simultaneamente, entao

a<pf=(ab) <(cd)=at+d<b+c

f<a=(cd) <(ab)=c+b<d+a,

o que é um absurdo, pela a Proposicao 2.1.18.

2. Suponha que a < 8 e a = 8 simultaneamente, entao

a<p=(ab) <(cd)=at+d<b+c



a=p0=(a,b)=(c,d)=a+d=0b+c,

o que é um absurdo, pela Proposicao 2.1.18.

3. Suponha que f < o e a =  simultaneamente, entao

f<a=(cd) <(a,b)=c+b<d+a

a=p=(a,b)=(c,d)=a+d=0b+c,

o que é um absurdo, pela Proposicao 2.1.18.
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Portanto, pela tricotomia dos nimeros naturais, necessariamente um dos seguintes casos

ocorre:

a<fB, a=p o>0p.

Proposicao 3.1.15. Para quaisquer o, 3,7 € Z, se a < 3, tem-se que
a+v< B+7.

Demonstracao.
Dados a = (a,b), 8 = (¢,d), v = (e, f) em Z. Entao

a < B

(a,b) < (¢,d)

a+d < b+ec
atd+(e+f) < btet(et]f)
at+et+d+f < b+f+cte
(a+eb+f) < (c+ed+f)
(a,0) + (e, f) < (¢, d)+ (e f)

aty < B+17.

Proposicao 3.1.16. Para quaisquer o, B3,y € Z, se a« < 3, e v > 0 entao

a-y<B-n.
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Demonstracao.
Dados a = (a,b), B = (¢,d), v = (e, f) em Z. Como o < 3, e v > (0,0), entdo

(a,b) < (c¢,d)
atd < bte, (3.22)
e
(0,0) < (e f)
0+f < 0+e
[ < e (3.23)

Pela relagao de ordem no conjunto dos niimeros naturais, existem p,q € N tais que

b+c=(a+d)+p (3.24)

e=f+q. (3.25)
Multiplicando a Equacao 3.24 por e, temos que

be +ce = (a+d)e+ pe
be +ce = ae+ de+ pe. (3.26)

De modo analogo, multiplicando a Equagao 3.24 por f, tem-se que

bf +cf = (a+d)f+pf
bf +cf = af+df +pf. (3.27)

Por fim, multiplicando a equagao 3.25 por p, temos que
pe = pf+pq. (3.28)

Somando o segundo membro da equacao 3.26 com o primeiro membro da equacao 3.27 e

o primeiro membro da equacao 3.26 com o segundo membro da equagao 3.27, obtemos

(ae + de +pe) + (bf +cf) = (be+ce)+ (af +df +pf). (3.29)
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Substituindo (3.28) na igualdade acima, temos as seguintes equivaléncias

be +ce+af +df +pf
be + ce + af + df

ae +de+ (pf +pq) +bf +cf
ae +de+bf 4+ cf + pq
ac+bf +cf + de af + be + ce + df

(ae +bf,af + be) (ce + df,cf + de)

(&76) ) (eaf) <C>d) W
a-y < B

IN

IN A

IN

Definicao 3.1.5. Um numero inteiro o € dito positivo se o > 0 e negativo, se o < 0.

Definicao 3.1.6. Um numero inteiro o é dito nao negativo se o« < 0 e nao positivo, se
a > 0.

O conjunto dos nimeros inteiros nao negativos é dado por
7t ={aeZ; a>0},
enquanto o conjunto dos niimeros inteiros nao positivos ¢ dado por:
7Z-={a€Z; a<0}.

Proposicao 3.1.17. Os numeros inteiros nao negativos e ndo positivos tém a forma

(m,0) e (0,m), onde m € N, respectivamente.

Demonstracao.
Dado a = (a,b) € Z*, entao

(a,b)
a+0

v

(0,0)
b+0

V

S
vV
o>~

Pela Definigao 2.1.4, existe m € N tal que

a=>b+m.

Agora, substituindo a em (a,b), obtemos:

(a,b) = (b+m,b)
= W—F(TTL,O)
= (0,0) + (m,0)
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De maneira andloga, prova-se que os nimeros inteiros nao positivos tém a forma (0,m).
O

Observagao 3.1.1. Note que b+0 = b+0, entao (b,b) ~ (0,0). Portanto, (b,b) = (0,0

~—

3.1.4 IMERSAO DOS NATURAIS NOS INTEIROS

Neste topico, serd visto que o conjunto dos nimeros naturais pode ser imerso no conjunto
dos ntmeros inteiros. Portanto, teremos, na realidade, uma copia dos naturais nos inteiros

com todas as propriedades preservadas.

Proposicao 3.1.18. O conjunto dos nimeros inteiros nao negativos Z+ é uma cdpia do

conjunto dos numeros naturais.
Demonstracao.
Considere a seguinte aplicacao:
¢:N — Z7T
a — ¢(a)=(a,0),

onde a € N. Vamos provar que ¢ é uma aplicagao bijetora que preserva as operacoes de

adicao, multiplicacao, e operacao de ordem em N.
1. ¢ estd bem definida:

Dados a,b € N tais que a = b, entao

¢la) =

—~

S
(=

~—r

I
—~
=

@)
~

2. ¢ é uma aplicacao injetora:

Dados a,b € N tais que ¢(a) = ¢(b), ou seja (a,0) = (b,0). Entao,
(a,0) ~ (b,0),

isto é,

3. ¢ é uma aplicacao sobrejetora:

Dado «a € Z*, existe a € N tal que a = (a,0) := ¢(a).



4. A aplicacao ¢ preserva a operacao adicao:

Dados a,b € N, entao

dla+b) = (a+b0)

5. A aplicagdo ¢ preserva a operagao multiplical¢ao:

Dados a,b € N, entao

Bla-b) =

6. A aplicagao ¢ preserva a ordem:

Dados a < b, entao a4+ 0 < 0+ b. Dal,

(a,0
¢(a

SN— SN—
IA N

—
S =
S o
. Nt

56



Capitulo 4

NUMEROS RACIONAIS

4.1 OS NUMEROS RACIONAIS

Ao tentarmos encontrar uma solucao para a equacao 2x = 1, observamos que em 7Z nao
existe solucao, ja que neste conjunto numérico nao ha inverso multiplicativo de qualquer
nimero nao nulo. Para que se torne possivel a existéncia de solucao da referida equacao,
se faz necessario a construcao de um novo conjunto, de tal modo que ele contenha uma
copia do conjunto dos nuimeros inteiros e suas propriedades. Os principais resultados
citados neste capitulo podem ser encontrados em (FERREIRA, 2013) e (MILIES, 2001).

4.1.1 A CONSTRUCAO DOS NUMEROS RACIONAIS

O conjunto dos numeros racionais sera construido a partir do conjunto dos nimeros
inteiros, considerando uma relacao de equivaléncia.

Considere inicialmente o seguinte conjunto:
Zx7={(a,b); a€Z,beZ} onde Z*={a €Z ; a+#0}.

Em Z x Z* ¢é definida a seguinte relacao:

Dados (a,b), (¢,d) € Z x Z*,
(a,b) ~ (¢,d) < ad = be.
Proposicao 4.1.1. A relacao ~ definida anteriormente € uma relagdo de equivaléncia.

Demonstracao.

1. (Reflexiva)

Dado (a,b) € Z x Z*, como ab = ba, segue que (a,b) ~ (a,b).

2. (Simétrica)

o7



Sejam (a,b), (¢,d) € Z x Z*, com (a,b) ~ (¢,d). Entao

ad = bc
be = ad
cb = da.

Portanto, da Equacao 4.1 temos que (¢,d) ~ (a,b).

3. (Transitiva)
Sejam (a,b), (¢,d), (e, f) € Z x Z*, tais que

(a,0) ~ (c,d)
(Ca d) ~ (67 f)>
ou seja,
ad = bc
cf = de.

Muiltiplicando a Equagao 4.2 por f e a Equacao 4.3 por b, obtemos

adf = bef
cfb = deb.
Das Equagoes 4.4 e 4.5 obtemos
adf = deb.

Pela comutatividade em 7Z, tem-se que
afd = bed.
Como d # 0, entao pela lei do corte em N, obtemos
af = be.

Portanto, (a,b) ~ (e, f).

Obtemos entao a seguinte classe de equivaléncia:

(a,0) ={(z,y) € Z X Z" ; (w,y) ~ (a,b)}.
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Defini¢ao 4.1.1. O conjunto 7 x Z*/ ~ constituido pelas classes de equivaléncia (a,b),

¢ denotado por Q e é chamado de conjunto dos nimeros racionais, ou seja,

Q={(a,b) ; (a,b) € Z x Z*}.

Observacao 4.1.1. O simbolo % := (a,b) € denominado de fra¢do, onde a € o numerador

. , . a | . , .
e b o denominador. Além disso, 7 ¢ denominado nimero racional.

4.1.2 OPERACOES COM NUMEROS RACIONAIS

Neste topico, serao apresentadas duas operacoes em Q, denominadas de adicao e multi-

plicacao de nimeros racionais.

Definigao 4.1.2 (Operagao de adicdo em Q). Define-se a operagao de adigao em Q,
como sendo a aplicagao + : Q x Q — Q, que a cada par (o, B) € Q x Q € associado o

a c
numero a + B pertencente a Q, onde o« = — e f = —, com b,d # 0.

b d’
Proposicao 4.1.2. A operacao de adicao em Q esta bem definida.

Demonstracao.
!/
Sejam («, B), (o, 5') € Q x Q, tais que («, 5) = (¢, '), onde a = %, B = cEZ’ o = %,
/
g = % Entio
a=a e f=p.
ou seja,
ab = bd (4.6)
cd = dd. (4.7)
Multiplicando as Equacoes 4.6 e 4.7 por dd’ e bb', respectivamente, obtemos
ab'dd = bd'dd (4.8)
cd'bb = dc'by. (4.9)

Somando membro a membro as Equacoes 4.8 e 4.9, temos que
ab/dd' + cd'bt! = ba'dd’ + dc'bb'.
Fazendo o uso da comutatividade e da distributividade em Z, segue que

(ad + be)b/d = (a'd + b')bd.



Isto é,
ad+bc ad +bcd
bd vd
a ¢ a n c
b d 0 d
a+p = o +43.

Proposicao 4.1.3 (Associatividade).

Para quaisquer o, B,y € Q, tem-se que

a+(B+y)=(a+8)+.

Demonstracao.

Dados «, 8,7 € Q, coma:%, b= ¢ 67:? Entao

d
C e
*(f?)
cf +de

df
adf + bef + bde

at(f+7) =

a
b
a
b

bdf
ad + be n e
bd f
a ¢ e

= (z*a)*;
= (a+p)+7.

Proposigao 4.1.4 (Comutatividade).

Para quaisquer o, B € Q, tem-se que
a+p=0+a.

Demonstracao.

Dados o, € Q, coma = —e = ¢ Entao

d

S e

a+p = %—l—

ad +

bd
be + ad

db

| o

-~ &

C

SRS

= a0

+
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Proposicao 4.1.5 (Existéncia de elemento neutro).

Ezxiste um unico elemento de Q, denotado por 0, tal que
a+ 0= «a, para todo o € Q.
Demonstracao.

1. Existéncia:

Dadoa:%E@esejaO:zthalque
Yy

a+0=a.
Entao,
+x_
by b
ou seja,
ay +bxr a
by b

Assim, obtemos a equacgao linear (ay + bx)b = bya, ou seja,
(ay + bz)b = (ay)b.
Pela lei do corte em Z, temos que
ay + br = ay,
isto é,
ay + bx = ay + 0,

e novamente pela lei do corte em Z, temos que bx = 0. Sendo b # 0, entao = = 0.

0
Logo, 0 = —, onde y € Z*
)

2. Unicidade

. : - . 0
Pelo item anterior, se existir um elemento neutro, ele serd da forma —. Mas,

o - :y-0<:>9:9/.
y v

Portanto, o elemento neutro aditivo é tinico.
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Proposicao 4.1.6 (Elemento simétrico).
Para cada o € Q existe um unico elemento, chamado de elemento simétrico a «,

denotado por —« tal que
a+(—a)=0
Demonstracao.
1. Existencia:

. a X ~
Sejam o = FeTa= entao

a+(—a) = 0
a n z 0
by 1
ay + bx 0
= - 4.10
Da Equacao 4.10, temos que
(ay+bzx)-1 = by-0
ay+br = 0. (4.11)
Sendo x = —a e y = b, uma das solucoes da Equacao 4.11, entao —a = —Ta.
2. Unicidade:
Suponha que exista 8 € Q tal que
a+ B =0.
Observe que,
f = 5+0
= f+(a+(—a))
= (B+a)+(-a)
= 0+ (—a)
= —a.
O

Definigao 4.1.3 (Operagao de multiplicagdo em Q). Define-se a opera¢ao produto em
Q como sendo a aplicagao - : Q x Q — Q que a cada par (o, ) € Q x Q € associado o

, a c
numero « - 3 pertencente a Q, onde a = — e f = —

2 7 com b,d # 0, ou seja,
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ac

Proposigao 4.1.7. A operacao multiplicacdao em Q estda bem definida.

Demonstracao.
/
Dados (o, ), (¢/, 5') € Q x Q, tais que (o, 8) = (o/, 7'), onde a = %, B = 2, o = %
/
e f = % Entao
a=d e p=p,
ou seja,
ab = bd (4.12)
cd = dd (4.13)
Multiplicando membro a membro as Equagoes 4.12 e 4.13, temos que
abed = bad'dd
(ac)b'd = (d'd)bd.
Isto é,
ac  a'd
bd — vd
a ¢ a ¢
b d Vv
a-B = o-f.
]

Proposicao 4.1.8 (Associatividade).

Para quaisquer o, 8,7y € Q, tem-se que
a-(B-7)=(a-f)-7.

Demonstracao.
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Dados a, 8,7 € Q, com o = %, b= 2 e v = —. Entao
a [c e
a-(B-v) = g'(a'?)
_ o (e
b \df
_ e
bdf
B <ac> e
— \bd/) f
_ (2 f) °
 \b d) f
= (a-B)-7
]
Proposicao 4.1.9 (Comutatividade).
Para quaisquer o, B € Q, tem-se que
a-B=8-a.
Demonstracao.
Dados o, 8 € Q, com o = % ef= cEl Entao
a c
=5
_
W
_ @
- db
_ c.a
o d b
= B-a
]

Proposicao 4.1.10 (Elemento neutro).

Eziste um unico nimero racional, denotado por 1, tal que
a-1=aq,
1
para todo o € Q, onde 1 = T
Demonstracao.

1. Existéncia:

Seja a = % € Q, entao
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— | =
I
‘@

—_
I
I
o)

e
S
—
<> |

2. Unicidade

Suponha que exista 1’ € Q tal que - 1" = «, para todo € Q. Entao

1.1 = 1. (4.14)
Por outro lado,
1 = 1 (4.15)
De 4.14 e 4.15, temos que 1 = 1".
O

Proposicao 4.1.11 (Elemento inverso).
Para cada o # 0, existe um unico elemento, chamado elemento inverso de «, denotado

por o~ tal que
a-a =1,
Demonstracao.

1. Existéncia:

b
Dado a = % # 0 em Q, entao a # 0. Logo, — € Q. Agora,
a

a b ab ab
b a ba ab
J4 que ba € Z e em Z vale a comutatividade. Temos entdao que o™t = —.
a

2. Unicidade:

Seja f um elemento em Q tal que a- 5 = 1.

Agora,

1
Denota-se também a~! por —. O
o

Proposicao 4.1.12 (Distributividade).

Para quaisquer o, 3,7 € Q, tem-se que

a-(ft+y)=a-B+a-.
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Demonstracao.

Dados «, 8,7 € Q, coma:%, g = 5 67:% Entao

a-(B+y) =

e o e

cf +de
' ( df )
a(cf + de)

bdf
acf + ade

bdf
b (acf + ade)
b bdf
(bacf + bade)

b(bdf )
bfac + bdae

bdb f
ac | ge
bd | bf
a C a e

= a-f+a-7.

4.1.3 RELACAO DE ORDEM EM Q

Assim como nos nimeros inteiros, existe uma relagao de ordem em Q, que permitira

comparar os numeros racionais.

Definicao 4.1.4. Dados dois nimeros racionais «, [ em Q, € dito que o € menor do
. . a c
que ou igual a B, e escrito a < [ se, tomando como representantes 7 € 7 de o e (3,

respectivamente, tivermos ad < be, onde b > 0 e d > 0. Resumindo, temos que:

%ﬁgéadgbc.

Proposicao 4.1.13. A desigualdade < define uma relagao de ordem em Q.

Demonstracao.

1. (Reflexiva)

Para todo a € Q, tem-se que a@ < a. De fato: seja o = (a,b) € Q, com b > 0.
Sendo a € Z, entao a < a, pois em Z vale a propriedade reflexiva. Sendo b > 0,

entao ab < ab. Da comutatividade em Z, obtemos ab < ba. Portanto, a < a.
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2. (Antissimétrica)

Sejam o, € Q. Sea < fe f < a, entao a = (. De fato: como a < 3, entao
ad < be, e sendo 8 < «, temos que cb < da, isto é, bc < ad. Portanto, ad = be, ou

seja, a = 3.

3. (Transitiva)

Sejam «, 5,7 € Q. Se a < e f <, entdo a < . De fato: Sejam o = (a,b),
B =(c,d)e~y=(ef), tais que b,d, f > 0. Como a < 5 e § <, entao

ad < be (4.16)

cf <de, (4.17)
Multiplicando a Inequacao 4.16 por f > 0 e a Inequacao 4.17 por b > 0, temos que

adf < bef (4.18)

bef < bde. (4.19)

Logo, das Inequacoes 4.18 e 4.19, da transitividade da relacao < em Z e da comu-

tatividade, obtemos
afd < bed.
Como d # 0, entao pela lei do corte, temos que
af < be,

ou seja, o < 7.

Proposicao 4.1.14 (Tricotomia).

Para quaisquer o, f € Q, temos que uma, e apenas uma, das sequintes relagoes ocorre:

1. a<p;
2. a=f,

3. a>[.
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Demonstracao.
a c
Dados o, € Q, onde @« = — e f = —, com b,d > 0. Note que, se « = (3, entao
ad = be, ou, se a < 3, entao ad < be. E por fim, se a > 3, entdao ad > bc, e apenas uma

delas pode ocorrer, devido a tricotomia em Z. O

Proposigao 4.1.15. Dados o, 3,7 € Q, se a < 3, entao a4+ v < 5+ 7.

Demonstracao.
Sejama,ﬁ,fye@,coma:%,B:C—CZe”y:?,ondeb,d,f>0.Entéo
a e af+be
N T 4.20
atr=3+3 i (4.20)
e
¢ a cf+de
- — 4 = 4.21
B+ « St i (4.21)

D4 hipdtese temos que ad < be. E multiplicando-se esta desigualdade por f > 0, obtemos

consecutivamente as seguintes desigualdades

adf < bef
(af)d < (bf)c
(af)d+ (be)d < (bf)c+ (be)d
(af +be)d < b(fc+ed) (4.22)

Multiplicando a Inequacao 4.22 por f > 0 temos que

(af + be)df b(fe+ed)f
(af +be)df < bf(fc+ed)
af + be fc+ed
bf df
o+ B+ .

AN

IN

IN

Proposicao 4.1.16. Dados o, 5,7 € Q, sea < ey >0, entao ay < 7.

Demonstracao.
e
ey=—,ondeb,d, f>0. Como a < f, entao

f
ad < be. (4.23)

, B =

Sejam «, 8,7 € Q, com o =

0
Além disso, % >0= ?, ou seja, ef > f-0. Sendo f > 0, entao e > 0.
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Multiplicando a Desigualdade 4.23 por e e em seguida por f, obtemos

(ad)e < (bc)e
(ae)d < b(ce)
(ae)df < bf(ce)
ae ce
I
bf — df
a e c e
2.2 <« 2.2
b f T d f
a-y < By

4.1.4 IMERSAO DOS INTEIROS NOS RACIONAIS

De modo andlogo a imersao dos naturais nos inteiros, serd apresentado aqui a imersao do
conjunto dos niimeros inteiros no conjunto dos niimeros racionais. Portanto, teremos uma
cépia dos inteiros nos racionais, com todas as propriedades preservadas. Os resultados

aqui elencados podem ser encontrados em (MILIES, 2001).

Proposicao 4.1.17. O conjunto dos numeros inteiros Z € imerso no conjunto dos numeros

ractonais Q.

Demonstracao.

Considere a seguinte aplicacao:

o:7Z — Q
a
a — ¢(G) = Ia
onde a € Z. Vamos provar que ¢ é uma aplicacao injetora que preserva as operagoes de

adi¢ao, multiplicacao e relacao de ordem em Q.

1. ¢ estd bem definida:

Dados a,b € Z tais que a = b, entao

¢la) =

S =S 2 =2

2. ¢ é uma aplicacao injetiva:



b
Dados a,b € Z tais que ¢(a) = ¢(b), ou seja, %~ 7 Entao

1 1
a-1=1-b,
isto é,
a=1"
3. a aplicacao ¢ preserva a adicao:
Dados a,b € Z, entao
a+b
da+h) =
a-1+1-b
B 1-1
_a . b
11
= ¢(a) + ¢(b).
4. a aplicacao ¢ preserva a multiplicagao:
Dados a,b € Z, entao
a-b
¢la-b) = =N
_a-b
11
_a b
11
= ¢(a) +o(b)

5. A aplicacao ¢ preserva a ordem:

Dados a,b € Z com a < b, entao a-1 < 1-b. Dai

—l e
AN
= o

¢(a

~—

<

(b).

Portanto, temos que ¢ é uma imersao de Z em Q.
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Capitulo 5

NUMEROS REAIS

Ao tentarmos encontrar a solucao para a equacao x> = 2, observamos que em Q nao existe
solucao. Logo, para que exista solugao para a equagao mencionada acima, faz-se necessario
a construgao de um novo conjunto. Segundo Hefez (2016, p.145), na primeira metade do
século XIX, Cantor e Dedekind apresentaram duas construgoes diferentes dos nimeros
reais. Neste capitulo, tomando como base a referéncia (HEFEZ, 2016), apresentaremos a

construcao desenvolvida por Cantor.

5.1 O ANEL DAS SEQUENCIAS

Neste topico, serd abordado alguns resultados sobre sequéncias convergentes em um corpo

ordenado IC, afim de obter elementos suficientes para a construcao dos niimeros reais.

5.1.1 SEQUENCIAS EM S(K)

Definicao 5.1.1. Uma sequéncia em um corpo K € uma aplicacio x : N — K que

associa cada n € N um elemento x(n) = x,,.

Defini¢ao 5.1.2. O conjunto das sequéncias em um corpo K € denotado por S(K), onde

as operagoes de adi¢ao e multiplicacao sao dadas por
(@n) + (yn) = (@n+ym) e (@) (Yn) = (T - yn),
para quaisquer (x,), (yn) € S(K).
Observacao 5.1.1. Serd utilizada a sequinte notagao:
Kt ={zeK; x>0}

Proposicao 5.1.1. O conjunto das sequéncias em um corpo K, denotado por S(K) é um

anel comutativo com unidade.

71
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Demonstracao.
Sejam (x,,), (Yn), (z,) € S(K). Para mostrar que S(K) é um anel, faremos a verificacao

das seguintes propriedades:

P1) (Associatividade da adigao)

(@) + [(yn) + (z)] = (@0) + (yn + 20)
Tn + Yn + 2n)
Tn + Yn) + (2n)

(@n) + (yn)] + (2n).

— o~ o~

P2) (Existéncia de um elemento neutro aditivo)

() +0 = (z,+0)
= (04 z,)
= 0+ (z,)
= (xn).

P3) (Existéncia de um inverso aditivo)

(Tn) + (=2n) = (0 + (—20))

P4) (Comutatividade da adigao)

(Tn) + (Yn) = (Tn+yn)
= (Yn +Tn)
= (Yn) + (z0)-

P5) (Associatividade da multiplicagao)
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P6) (Comutatividade da multiplicacao)

(Tn) - (Yn) = (%0 Yn)
= (Yn - Tn)

= (Un) - (z0).
P7) (Distributividade)

(@n) - [(gn) + (z0)] = (
(@n - (Yn + 2n))

= (Tp Yn+Tpn-2n)
(@n - yn) + (0 - 20)
(@) - (yn) + (2n) - (2n)-

P8) (Existéncia de um elemento neutro multiplicativo)

(o) -1 = (zn-1)

Portanto concluimos que S(K) é um anel comutativo com unidade. O

5.1.2 ANEL DAS SEQUENCIAS CONVERGENTES S, (K)

Neste topico, faremos o uso dos resultados elencados no Capitulo 1. Mais precisamente,
veremos que existe um ideal de S.(K) que possibilitard a construgao de um anel quociente,
que atraves do teorema do isomorfismo, sera isomorfo a IC, obtendo assim um importante

resultado na construcao do corpo dos numeros reais. Esta subsecao tem como referéncia

(HEFEZ, 2016).

Definig¢ao 5.1.3. Uma sequéncia (z,) € S(K) serd dita convergente em IKC quando existir

*

um elemento x € K tal que, para todo € € K7, existe N € N com a sequinte propriedade:
| 2, —x|< &, ¥n>N.

Um elemento x como acima, se existir, serd chamado de limite da sequéncia (x,). Neste

caso, € dito também que a sequéncia (x,) converge para x.
Proposicao 5.1.2. Uma sequéncia convergente possui um unico limite.

Demonstracao.
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Suponha por absurdo, que x e y sejam dois limites distintos de uma sequéncia (z,,).
Logo, dado ¢ = 3 | y —x | > 0, pela definigdo de convergéncia, existem Nj e Ny em N

tais que
|z, —z | <e, Vn> N, e |z, —y | <e, VYn> Ns.

Tomando N > max{Ny, N2}, temos que
(=2 = 2n—2+y—2n| < |sn—2 |+ 2=y |<2% =|y—2],0queéum
absurdo. O

No caso em que (z,) é uma sequéncia cujo limite é x, escrevemos:
lim x,, = x.

Sera denotado por S.(K) o subconjunto de S(K) das sequéncias convergentes. A pro-

posicao anterior garante que a aplicagao a seguir estda bem definida.

lim : S.(K) = K

() > lim(xy,) == lim x,.
Uma sequéncia que nao é convergente sera dita divergente.

Defini¢ao 5.1.4. Se x € K, uma sequéncia (x,) € dita constante se x, = x, para todo

n € N. E claro que
lim xz,, = x.

Definicao 5.1.5. Uma sequéncia (x,) € S(K) serd dita limitada superiormente (respec-
tivamente, limitada inferiormente) se existir L € K tal que para todo n € N se tenha
x, < L (respectivamente x, > L). Uma sequéncia limitada superiormente e inferior-
mente serd dita limitada.

Decorre da defini¢io que (x,) € limitada se, e somente se, existe B € K. tal que
|z, | < B VneN.
O subconjunto de S(K) das sequéncias limitadas, é denotado por S;(K).
Proposicao 5.1.3. Toda sequéncia convergente € limitada.

Demonstracao.
Suponha que lim x, = . Dado € = 1, existe um ntimero natural N tal que se n > N,
entdo | z, —xz | < 1. Como | z, | — | z | < | x, — x |, temos que se n > N, entdo

| z, —x | < 1, consequentemente | x,, | < 1 + | z |. Pondo

B=maz{| xo |, ...,| xzn |, 14+ |z |},

temos, para todo n € N, que | z,, | < B. Portanto, (z,) é limitada. ]
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Proposigao 5.1.4. Sejam (x,), (yn) € Se(K). Entao (x,)+ (yn) € (x,) — (yn) pertencem
a S.(K) e

lim (x, £ y,) = lim (x,) £ lim (y,).

Demonstracao.
Suponha que lim (z,) = = e lim (y,) = y. Dado € € K%, existem N; e N, € N tais
que
€
\xn—:c]<§, Vn > Ny
e
€
|yn—y|<§, Yn > Ns.
Seja N = max{Ny, No}. Logo, se n > N, temos que
e ¢
[anEyn =@y | =] (@ —2) W —y) [ S|z - |+ -yl < 5+5 =<
Portanto,
lim (x, xy,) =zt y=1limz, £lim y, = lim (z,) £ lim (y,).
]

Definicao 5.1.6. Uma sequéncia (x,) € S.(K) é dita nula, se
lim z,, =0,
isto €, se ela converge para zero.

Corolario 5.1.1. Se (z,),(yn) € S.(K) e lim z,, = lim y,, entdo (v, — y,) € uma

sequéncia nula.

Denota-se por Sy(K) o subconjunto de S.(K) das sequéncias nulas, isto é, das sequéncias

que convergem para zero.

Proposicao 5.1.5. Sejam (z,), (y.) € S(K). Se (x,) € limitada e (y,) € uma sequéncia

nula, entao (x, - y,) € uma sequéncia nula.

Demonstracao.
Como (z,,) ¢ limitada, existe B € K} tal que | z,, | < B, para todo n € N. Como
lim y, = 0, temos que dado € € K7, existe NV € N tal que

€
|yn|:|yn_0|<§, Vn > N.

Portanto, para n > N, temos que

8 —

5=

provando assim o resultado. O]
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Proposicao 5.1.6. Sejam (x,), (y,) € S(K). Se (z,) e (y,) sao convergentes, entdo
() - (yn) € convergente e
lim (z,, - yn) = lim (x,) - lim (y,).

Demonstracao.

Suponha que lim z,, = x e lim y, = y. Vamos mostrar que a sequéncia (z,-y,) —(z-y)
converge para zero. De fato, como (y,) é convergente, pela Proposigao 5.1.3 ela é limitada.
Por outro lado, a sequéncia (z,, — x) converge para zero. Portanto, pela Proposi¢ao 5.1.5

tem-se que
lim (z, —x) - (y,) =0
De modo analogo, conclui-se que
limax- (y, —y) =0

Utilizando as duas igualdades acima e a Proposicao 5.1.4, obtemos

0 = lim (zn—x) - (yo) +lim - (yn — y)
= lim [(x, — ) (yn) + = (Y — v)]
= lim [(zn) - (yn) =7 (yn) + 7 (Yn) — 7 Y]
= lim [(zn) - (Yn) — - y].

Portanto, segue que

lim [(xn) - (yn) — 2 -y} = 0.

Teorema 5.1.1. O conjunto S.(K) € um subanel de S(K).

Demonstracao.

1. Sejam z,, = 0 e y, = 1, Yn € N. Entao, (z,,), (yn) € S.(K), pois lim x, = 0 e
lim y,, = 1. Portanto, S.(K) # 0.

2. Sejam (x,,), (yn) € S.(K), entdo existem a € K e b € K tais que lim 2, = a e
lim y, = b. Pelas Proposicoes 5.1.4 e 5.1.6 tem-se que

(a) lim (x, — yn) = lim x,, — lim y, = a — b € K. Portanto, (z, — yn) € S.(K).

(b) lim (z,, - yn) = lim x, - lim y, = a-b € K. Logo, (z,, - yn) € S.(K).

De 1 e 2, segue que S.(K) é um subanel de S(K). Além disso, S.(K) é um anel comutativo

com unidade. O

Proposicao 5.1.7. A aplicagao lim : S.(K) — K:



7

1. Eum homomorfismo sobrejetor de anéis;
2. N(lim) = So(K).

Demonstracao.
1. Dados (z,), (yn) € S.(K) temos que

(a) lim

lim

(b) lim

lim

xn)) +lim ((yn)) = lim x,+lim y, = lim (2, +yn) = lim (2, +yn)) =
Tn) + (Yn))-
) - lim ((yn)) = lim x, - lim y, = lim (x, - y,) = lim ((x, - yp)) =

(¢) Dado a € K, considere a sequéncia x,, = a, ¥n € N. Entao,
lim ((z,,)) = lim z,, = lim a = a.
Como N(lim) = {(x,) € S.(K) ; lim (x,) = 0}, segue que

V(z,) € N(lim) < lim z, = lim (x,) = 0 < (z,) € So(K).

]

Proposigao 5.1.8. O conjunto Sy(K) das sequéncias nulas é um ideal do anel S.(K), das

sequéncias convergentes.

Demonstracao.

1. Sp(K) é um subanel de S.(K).

(a) Seja x, = 0,Yn € N, entdo lim z, = 0. Portanto, (z,) € Sy(K), ou seja,
0e So(’C)

(b) Sejam (z,,), (yn) € So(K), entdo lim x,, = lim y, = 0. Dali,
i. 0=1lim x, — lim y, = lim (x, — y,). Logo, (x, — yn) € So(K).
ii. 0=Ulim x, - lim y, = lim (z, -y,). Portanto, (x, - y,) € So(K).

2. Sejam (z,,) € Sp(K) e (yn) € Sc(K), entao (z,,) - (yn) € So(K).

(a) Como (z,) € So(K), entdo lim x, = 0. Por outro lado, (y,) € S.(K), entao
pela Proposigao 5.1.3, (y,) é limitada. Logo, pela Proposigao 5.1.5, temos que

0 =lim x, - lim y, = lim (T, - Yn)-

Logo, (z,, - yn) € So(K), isto é, (x,) - (yn) € So(K).
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Portanto, de 1 e 2, segue que Sy(K) é um ideal do anel S.(K) das sequéncias convergentes.
O

Proposicao 5.1.9. Os anéis S.(K)/So(K) e K sdo isomorfos.

Demonstracao.
Pela Proposi¢ao 5.1.8 temos que S.(K)/Sp(K) é um anel, e pela Proposicao 5.1.7 a
aplicagao lim : S.(K) — K é um homomorfismo sobrejetor de anéis cujo nicleo é Sy(KC).

Portanto, pelo Teorema do isomorfismo temos que S.(K)/So(K) e K sao isomorfos. [

5.1.3 CORPOS ARQUIMEDIANOS

Nesta subsecao, serao apresentados algumas defini¢oes e propriedades que serao utilizadas

posteriormente. Os resultados aqui apresentados encontram-se em (HEFEZ, 2016).

Definicao 5.1.7. Um corpo ordenado K € arquimediano, se para quaisquer a,b € IC, com

a >0, eviste n € N tal que n -a > b.
Exemplo 5.1.1. O corpo Q dos nimeros racionais € arquimediano.

Demonstracao.

Suponha que existam a,b € Q com a > 0 tal que para todo n € N tem-se que
n-a<b.
Ou seja,
b—n-a>0.

Seja S={b—n-a; neN,n>0} E claro que S # (). Como S é limitado inferiormente,
pelo principio da boa ordenacgao existe m = minS, e como m € S, existe r > 0, r € N tal

quem=>b—r-a. Sejam'=b—(r+1)-a €S, entdo
m=b—(r+1)-a=b—r-a—a=({b-r-a)—a=m—a<m,

pois a > 0, o que é um absurdo, pois m = minS. Portanto, Q é um corpo arquimediano.
]

Definicao 5.1.8. Um subcorpo primo de um corpo IC € a intersecdo de todos os subcorpos
de K.

Proposicao 5.1.10. Sejam K um corpo ordenado e Ky o seu corpo primo. As assercoes

abairo sao equivalentes.
1. K € arquimediano;

2. Dados a,b € IC, quaisquer, com a < b, existe r € Ky tal que
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a<r<hb

3. Todo elemento de KC € limite de uma sequéncia em K.

Demonstracao.

1. (1 = 2). Sejam a,b € K com a < b, ou seja b —a > 0. Pela definigdo de corpo

arquimediano, existe n € N, tal que n- (b — a) > 1. Dali,

1
b—a>——-
n .
Por outro lado, seja S = {x € N;x -1 > n-a}. Como S é limitado inferiormente,
pelo principio da boa ordenacao existe m € S tal que m = min S. Entaom—1¢ S,

ou seja, (m—1)-1< n-a, isto é,

Como m € S, segue que

m-1 (m—1)-1 1
= b—a)=0.
a<n-1 n-1 +n-1<a+( a)

m-1 m , .
Tomando r = 1 temos que a < r < b. E como — € Q que ¢é isomorfo a Ky,
n - n

entao 1 € Ko, ou seja, r € K.

n .
2. (2= 3). Seja a € K. Para cada n € N\ {0}, pela hipdtese 2 existe (r,) € Ky tal

que

1 < <a-+ L
a——<r,<a+—-
n-1 n-1

Aplicando o limite na desigualdade acima, obtemos

) 1 ) , 1
lim (a—— ) < limr, <lim (a+—|.
n-1 n-1

. 1 , 1 ,
Como lim (a——— | =aelim |a+ — | = a, resulta que, lim r, = a.
n-1 n-1

3. (3= 1) Dado a € K, devemos mostrar que existe m € N, tal que m -1 > a. Como

a € K, pela hipdtese 3, existe uma sequéncia (r,) em Ky tal que
limr, = a.

Seja S, =r, +1 € Ky. Entao,
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lim S, =lim (r, +1)=limr,+lim1=a+ 1.

1
Tomando € = 2 existe N € N tal que,

1
]Sn—(a+1)]<§, Vn > N,

isto é,
1 1
(a+1)—§<5n<(a+1)+§,
ou seja,
Sp > (a+1) ! +1>
> (a ——=a+ = >a.
2 2

Em particular, a desiguldade vale para N+1, ou seja,
SN +1>a.

Como Ky é arquimediano, pois Ky ¢é isomorfo a Q, e Sy + 1,1 € Ky, entao existe

m € N tal que
m-1>Sy+1>a.

Portanto m -1 > a.

5.1.4 ANEL DAS SEQUENCIAS DE CAUCHY S(K)

Neste tépico, veremos como se dé a extensao do corpo S.(K)/Sy(K). Para isso, utili-
zaremos os resultados aqui elencados sobre sequéncias de Cauchy, juntamente com as
propriedades elementares sobre anéis abordadas no Capitulo 1. Esta subsegao esta base-

ada na referéncia (HEFEZ, 2016).

Definicao 5.1.9. Seja K um corpo ordenado. Uma sequéncia (x,) serd chamada de
sequéncia de Cauchy ou sequéncia fundamental em K, se para todo € € K. existe N € N

tal que para todo m,n € N, com m,n > N, se tenha
| T — 0 |< €.

Proposicao 5.1.11. Toda sequéncia convergente € de Cauchy.
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Demonstracao.
Seja (z,) € S(K) e suponha que lim z, = x. Dado € € K, existe N € N, tal que se
n > N entao

\xn—x]<§.

2
Segue-se que, se m,n > N, entao
e €
| T —n [ =2 —2— (2 —2) |<|Tp—2 |+ |2 — 2| < 5—1-5:5.
Portanto, (z,) é uma sequéncia de Cauchy. O

Proposicao 5.1.12. Toda sequéncia mondtona crescente e limitada em wm corpo arqui-

mediano € de Cauchy.

Demonstracao.

Seja (x,) € S(K) uma sequéncia mondtona crescente e limitada superiormente, onde

IC é arquimediano. Seja ¢ € K tal que,
x, <c¢, VneN.
Seja € € K7, considere o seguinte conjunto:

c— T,

S={zeN; z-1< . , Vn € N}

L oqe . . c—I ,
S ¢é limitado superiormente. De fato, considere o elemento ——, como 1 € K e K é
€

c—x
arquimediano, existe [ € N tal que [ -1 > L Daf resulta que para todo k > [ tem-se
€
que k € S, pois
c—x
k>1=1-1> .
€
Como z,, < ¢, entao
0 < c—ux,

1

Como ¢ € K7, existe et € K* tal que et -e =¢-¢~! = 1. Entao

0-e)-e! < (c—m,) -t
1
0-(c-e7h) < (C—$n)'g
0.1 < C—Tp
£

Portanto, 0 € S. Como 0 € S, obtemos que S # ) e, sendo S limitado superiormente,

temos pelo principio da boa ordenagao que S possui um maior elemento que denotaremos
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porr. Comor € Ser+1¢ .S temos que
r-e < ¢c—x,, YneN, (5.1)
e existe N € N tal que
c—ay < (r+1)-e. (5.2)

De 5.1 e 5.2, segue que
c—azy<(r+1l)-e=r-e+e < c—x,+¢e, YnelN.

Dados m,n € N tais que n > m > N. Como (z,) é uma sequéncia crescente, entao

Tp > T, > xy. Observe que:

Tn =2 T,
Tut (—20) > T+ (—0)
0 > zp+(—x,)
T+ 0 > zp+ (—zp) + (—2,)
—Zm > 04 (—x,)
—T,, = —In

De modo analogo, —xy > —x,,, portanto —xy > —x,, > —x,, isto é,

—IN > —Ty = —Inp
—ry+c>—x,+c > —x,+cC

C—IN>C— Ty =2 C— Tp.
Comor-e<c—uz, entaoe- (r+1) <c—uz,+e, dal

cC—ITm<c—xny < C—Tp+E
C— Ty < C—2X,+E

Tp— Ty < E.

Logo,
| 2y — X | = | 2m —xp | = xpy — 2, < €.
Portanto, a sequéncia (z,) é uma sequéncia de Cauchy em K. ]

Exemplo 5.1.2. A sequéncias (ry,), definida recorrentemente como,

4-r,
ry =1, Tn+1 :m, Vn > 1.
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¢ um exemplo de sequéncia de Cauchy em um corpo arquimediano K.
Lema 5.1.1. Para todo n € N\ {0}, temos que r2 <2 er, > 1.

Demonstracao.

Vamos usar indugao sobre n. Paran =1, tem-se que r; =1 e
szrl-r1:1-1:1<2.

Portanto o resultado vale para n=1. Agora, suponha que o resultado vale paran = k € N,

ou seja,
rR<2er;>1

Queremos mostrar que vale para n = k + 1, ou seja,

9 16 - r? 16 - r? 16 - r?

ML Q42 2-r) 4812 8.1 pois ( )
e
4. Tk 4
Praq = > =1,poisry >1ler: <2
LT 9 ) 22 o PORTE=RCN
O
Proposicao 5.1.13. A sequéncia (r,,) é de Cauchy.
Demonstracao.
1. (r,) é limitada superiormente. De fato, pelo Lema 5.1.1 temos que
2
ry <2<4,
ou seja,
1<r, <2
Portanto, (r,) é limitada.
2. (rp) é uma sequéncia monétona crescente. De fato, note que
4.7, 4ory—1rp- (2472 2-r, =13 r,-(2-12)
Tn41 — Tn = —Tn = = = > 0,
2412 2472 24712 2412

pois 72 < 2 e r, > 1,Yn > 1. Portanto, (7,,) é uma sequéncia monétona crescente.

Logo, pela Proposigao 5.1.12, temos que (r,) é uma sequéncia de Cauchy. ]

Proposicao 5.1.14. A sequéncia (r,) nao é convergente em Q.



84

Demonstracao.

Suponha que (r,) seja convergente em Q, entao

limr, =a € Q.

Segue que
lim4-r, = lim [rpp1-(2+72)]
= lim rppy - lim (2 +72)
— Q- (2 + a?)’
ou seja,
4oa=a-(2+a?). (5-3)

Como 7, > 1, entdo o = lim r, > 1, ou seja, a # 0. Logo, existe ™! € Q tal que

a-a~t = 1. Portanto, de (5.3), obtemos:

2+a® = 4
a? = 2.
Absurdo, pois nao existe a € Q tal que o? = 2 n

O objetivo é ampliar o corpo Q de modo que a sequéncia (r,) passe a ter limite,

obtendo assim um corpo contendo v/2.
Proposicao 5.1.15. Toda sequéncia de Cauchy é limitada.

Demonstracao.
Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy. Dado € = 1, existe N € N tal que, para todo

n > N, tem-se que

|20 [ = [ 2N [ < o — 2N [ <1
Logo,
|z | < 1+ | 2Ny ], Vn > N.
Tomando B = max {| g |,...,| xn |, 14+ | zn41 |}, segue-se que
|z, | < B, VneN.
Portanto, (z,) é limitada. O

O conjunto das sequéncias de Cauchy em um corpo K serd denotado por S¢(K).

Proposicao 5.1.16. O conjunto S¢(K) € um subanel comutativo com unidade de S(K).
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Demonstracao.

1. Sejam =z, = 1 ey, =0, Vn € N. Como lim z, = 1 e lim y, = 0, tem-se que
(1), (yn) € Se(K), e pela Proposicao 5.1.11, (z,), (yn) € Sp(K), ou seja, 0,1 €
Sy(K).

2. Sejam (z,), (yn) € S§(K). Dado € € K7, existe N € N tal que se m,n > N, entao

€ €
| T — Ty, | <5 ¢ | Ym — Un | < 3
Logo, se m,n > N tem-se que
< 2w =2 |+ | Ym — n |
< 6—1—8*8
2 2 7

Portanto, (z, —y,) € Sf(K).

3. Sejam (x,), (yn) € S¢(K). Pela Proposicao 5.1.15, as sequéncias (z,) e (y,) s@o

limitadas, entao existe B € K7 tal que
|z, | < B e |yn|< B, VnelN

Dado ¢ € K7, existe N € N tal que se m,n > N, entao

]xm—xn|<i e |ym—yn|<i.
2B 2B

Segue-se que se m,n > N, entao

’xm'ym_xn'yn| |$m(ym_yn)+yn<xm_xn)|

< B-— 4B —¢
2B 2B

Portanto, (z, - y,) € SF(K).

4. Como S(K) é um anel comutativo, S¢(K) C S(K) e a operagao produto é fechada
em S;(KC), entao Sy(K) é comutativo.

Portanto, de 1, 2, 3 e 4, segue que S¢(K) é um sabanel comutativo com unidade de

S(K). O

Proposicao 5.1.17. O anel das sequéncias nulas So(KC) é um ideal do anel das sequéncias
de Cauchy S¢(K).
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Demonstracao.

1. Pelas Proposicoes 5.1.8 e 5.1.11, Sp(KC) é um sabanel de S;(K).

2. Sejam (z,,) € So(K) e (yn) € S¢(K). Entao, lim x, = 0 e pela Proposigao 5.1.15,
(yn) é limitada. Logo, pela Proposi¢ao 5.1.5 temos que

lim (z, - yn) = 0.
Portanto, (x, - y,) € So(K).
De (1) e (2), segue que Sp(K) é um ideal de S¢(K). O
Proposicao 5.1.18. Seja (x,) € S§(K)\So(K). Entao existem c € K. e N € N tais que

| 2, | > ¢, ¥Yn > N.

Demonstracao.

Seja (xy,) € SF(K)\So(K), isto é, (z,,) € Sf(K) e (x,) & So(K). Como (x,,) & So(kC),
entao lim x, # 0. Logo, existe ¢ € K. tal que para cada N € N, existe um S € N, com
S > N tal que

|zs | > e. (5.4)
Como (z,,) € S;(K), para este € € K%, existe Ny € N tal que para todo m,n > N, tem-se
que
| | = Zm | < |20 | = |20 || <20 —2m | < &,

ou seja,
| zp | —¢ < |z | (5.5)

Seja ¢’ € K tal que ¢’ < e. Considere ¢ = ¢ — €', entao ¢ € Ki. Seja N € N, com
N > Ny, entdo para todo m,n > N a desigualdade (5.5) ocorre. Para este N, existe
[ > N,leN,tal que |z, | > €. De (5.5), para todo n > N, temos que

|Zp | > x| €' >e— =c

Lema 5.1.2. Se K € corpo e z,,,x, € K*, entao

1 1 1

Demonstragao.

1

Sejam x,, T,, € K*. Entao existem x,' e 2! tal que
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Tpox,t=1 e xy, -zl =1

Como x,, - z,, € K*, temos as seguintes igualdades

(T )t (g ) = 1
(In'xm)il xnxmx;nl — 1.;5;11
(T 2) a1 = )t
(Tn - )tz = 2}
T R e
(Tp - 2) -1 = ot -2t
(T 2m) ™ = xyayt
1
= P
Note que
1 -1 -1
P (T —xp) = x, -z, - (Tym —x,)
= oot (T, — )
= x;1~x;1~xm—x;1-x; “ Ty
= ot 1—at a2t
= ot —1-2.!
= x;l — m;l
_ 1
Tn Ty

Teorema 5.1.2. O anel quociente Sy(K)/So(KC) € um corpo.

Demonstracao.
Inicialmente provaremos que S;(K) /S (K) é um corpo. De fato, sabemos que S¢(K) /Sy (K)
é um anel, ja que Sp(K) é um ideal de S;(K), veja a Proposicao 5.1.17. Resta pro-

var que todo elemento nao nulo do anel S;(K)/Sy(K) é invertivel, ou seja, para cada

() € S¢(K)/So(K), existe (y,) € SF(K)/So(K) tal que
(@n - yn) = m
Seja (x,,) € Sf(K)\So(K), pela Proposicao 5.1.18, existe c € K. e N € N tais que
|z, | > ¢, Vn > N.

Portanto, x, # 0. Agora, definindo (y,) € S(K) tal que y, = 1, se z, =0, paran < N e

yn =, ', se z,, # 0. Note que x,, -y, = 1, para todon > N, e x,, -y, =0, se z < N, que
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¢ um numero finito de indices. Portanto, lim x, -y, = 1, ou seja, (z, -y, — 1) € So(K).
Agora, mostraremos que (y,) € S¢(K). De fato, como (z,) € S¢(K), dado € € K7, existe
N’ € N tal que se m,n > N’ entao:

| Ty — T |[< € 2
Tomando Ny = max{N, N'}, tem-se que, Vn > Ny
| Zn | > ¢ e Jmp—x,| < e

Dai, pelo Lema 5.1.2, segue que:

1 1 Ty, — T | T — x| | T — x| e-c
|yn_ym|:___: = < 5 =€
Logo, (y,) € S¢(K). Agora,
(Tn - yn) = (1) (Tn - yn) ~ (1)

Portanto, (z,) - (yn) = (zn - yn) = (1). O

O corpo S¢(K)/So(K) é denotado por K e chamado de o completamento de K.

Considere a seguinte aplicacao:

0:S.(K) =K
: (n) = ((20)) = (20) = () + So(K)-

Proposicao 5.1.19. A aplicacao ¢ estd bem definida.

Demonstracao.

Dados (z,), (y,) € S.(K) tais que (z,) = (y,), temos que

p((za)) =

[]

Na proposicao a seguir sera provado que ¢ : S.(K) — K ¢ um homomorfismo cujo nucleo
é Sp(K) e que o corpo S¢(K)/Sp(K) é uma extensao do corpo S.(K)/So(K).
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Proposicao 5.1.20. A aplicag¢io ¢ : S.(K) — K:
1. Eum homomorfismo de anéis;
2. N(p) = So(K).

Demonstracao.

1. Sejam (x,,), (yn) € S.(K). Entao,

(a) @((mn) + (Yn) = P((Tn + Yn)) = (Tn + Yn) = (T0) + (Yn) = (7)) + ©((Yn))-
() e((@n) - (Wn)) = @((Tn - Yn)) = (Tn - Yn) = (20) - (Yn) = ©((20)) - 2((Yn))-

Portanto, a aplicagao ¢ é um homomorfismo.
2. N(p) = So(K).
(a) N(p) C (K). De fato: seja (z,,) € N(¢p), entao
P((20)) = (@a) = (20) + So(K) = So(K).
Logo, (z,,) € So(K).
(b) So(K) C N(¢) . De fato: dado (y,) € So(K), temos que

©((yn)) = (yn) = (yn) + S0(K) = So(K).

Portanto, (y,) € N(¢).

Pelo Teorema 1.3.1, temos que
S.(K)/So(K) =~ I'm(y) C K.

Como K ~ S,(K)/So(K), segue que K ~ I'm(p). Portanto, temos uma cépia de K em K,

ou seja, K C K. Logo, podemos ver K como uma extensdo do corpo K. O

5.1.5,. ORDENACAO DO COMPLETAMENTO

Neste topico, veremos com se da a extensao da ordenacao de K para K. Os resultados

aqui elencados podem ser encontrados em (HEFEZ, 2016).

Proposicao 5.1.21. Seja (z,) € S¢(K). Entdo uma, e somente uma, das segquintes

condigoes € satisfeita:
1. (z,) € So(K);
2. Existem c € KI e N € N tais que v, > ¢, Vn > N.

3. Existem c € K. e N € N tais que x,, < —c, Vn > N.
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Demonstracao.
Suponha que (z,) € So(K), entdo temos que (z,) € S¢(K) \ So(K). Logo, pela
Proposicao 5.1.18, existem ¢ € K7 e N € N tais que

|z, | > ¢, Yn > N.

Assim, se n > N, temos que x,, > ¢, se x,, > 0. Além disso, se z,, < 0, entao —x,, > ¢, ou
seja, x, > —c. Agora, vamos provar que o sinal de x,, é o mesmo para n grande. Suponha

que para todo N € N existam n, m naturais com n,m > N tais que
T, > C e — Iy, >Cc,
ou seja, T, e T, tém sinais contrarios. Logo,
Ty — Ty = Ty + (—Tp) > c+c=2¢>0.
Isto é,
| 2p — 2 | > 2c.
Portanto, (x,) & S¢(K), contradizendo a hipétese. O
Definicao 5.1.10. E definido o sequinte subconjunto de Se(K):
SiK)t ={(zn) € S§(K); existem c € K e N € N tais que x,, > ¢,Vn > N} U Sy(K)

Lema 5.1.3. Valem as sequintes afirmacaoes:

1. Se (z,) € S¢(K)T e (—x,) € Sp(K)T, entdo (z,) € So(K).

2. (xn), (yn) € SF(K)T, entao (xn + yn), (Xn - yn) € Sp(K)T.

Demonstracao.

1. Sejam (z,,), (—x,) € S¢(K)*. Suponha que (z,) € So(K), entao pela Proposigao
5.1.21, podemos supor sem perda de generalidade que existem ¢ € K e N € N tais
que z, > ¢, Vn > N, e para todo ¢ € K e N’ € N tem-se que —z,, < ¢, para algum
n> N’

2. Sejam (z,), (yz) € S¢(K)T.

(a) Se (zy,), (y) € So(K), entdo (x, +yz), (T - yz) € So(K), pois Sp(K) é um anel.
Como Sy(K) C S¢(K)T, resulta que (x, + yz), (Tn - y2) € Sp(K)T.

(b) Se (z,) € Sf(K)" \ So(K) e (yn) € So(K), entao existem ¢ € K e N € N tais
que z, > ¢,Vn > N e lim y, = 0. Para este ¢ € K7, existe Ny € N tal que

|yn—0|<g, Vn > Np.

Segue que
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—C C
— <y, <= Vn>Ng.
g Sy YR

Se N = maz{Ny, N}, entdo para todo n > N’ temos que

+ > c+ —¢ C>0
Tpntyp>c+|—)==>0.
Y 2 2

Portanto, (z, +y,) € S;(K)*.
Agora, como em particular (x,) € S§(K), segue da Proposi¢ao 5.1.15 que ()

¢ limitada, e como lim y, = 0, temos pela Proposicao 5.1.5 que
lim (z,, - yn) =0,
ou seja, (T, - Yn) € So(K) C Sp(K)*.
O

Observacao 5.1.2. Note que (0) € So(KC) C S¢(K)*t e pelo item 2(b), temos que Sy(K)™

¢ um subanel de S¢(IC) e portanto um anel.

Definigao 5.1.11. Sejam (x,,), (y,) € K, é definida a sequinte relagdo em K:

(#n) < (Yn) © (Yn) — (2a) € Sp(K)7.
Proposicao 5.1.22. A relacao definida em K independe dos representantes das classes.

Demonstracao.
Lembremos que K = St(K)/So(K). Vamos mostrar que se (x,) — (2,), (yn) — (yn) €
So(K) e se (yn) — (xn) € S¢(K)T, entdo (y,) — (z,) € Sy(K)™.

Seja (z,,)" um representante de (x,) e (y,)" um representante de (y,), vamos provar que

() —(yn)" € SF(K)*. Como (x,)" é um representante de (z,,), entéo (x,) —(z,) € So(K).
De modo analogo, temos que (y,) — (y,) € So(K), entao existem (x,,)", (y,)" € So(K) tais

que

(@n) = (2n) = (2)" e (yn) = (yn) = (vn)",

ou seja,

() = () + (20)" € (Yn) = (yn) + ()"

Como Sy(K) é um anel, entdo (z,)" — (yn)" € So(K) C Sy(K)*. Agora, se (y,) — (x,) €
S(KC)*, entao pelo Lema 5.1.3, segue que (x,) — (yn) + ((zn)" — (yn)") € SF(K)T.

Observe que,

(W) = (@) = (ya) + ()" — ((zn) + (z2)")
= (Yn) — (zn) + ((yn)// — (20)").

Portanto, (y,)" — (z,,)" € S¢(K)". O
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Proposicao 5.1.23. A relacao < definida anteriormente é uma relagao de ordem em K.

Demonstracao.
Vamos provar que as propriedades, reflexiva, antissimétrica e transitiva sao verificadas.

Lembremos que:

(@) < (yn) < (yn) = (zn) € Sp(K)T

1. (Reflexiva)

Para todo (z,) € K, temos que (z,) < (2n), pois (2,) — (2) = (20 — 24) = (0) €
So(K) C Sy(K)*

2. (Antissimétrica)

Se () < (yn) € (Yn) < (zn), (1&10 () = (yn). De fato, como (z,) < (y,), entéo
(yn) — (zn) € SF(K)T e sendo (yn,) < (), temos que (z,) — (yn) € Sp(K)T.
Note que,

—((yn) = (2n)) = (2a) = (yn) € S;(K)7.

Logo, pelo Lema 5.1.3, tem-se que (y,) — (z,) € So(K), ou seja, (yn) ~ ().

Portanto, (z,) = (y,).

3. (Transitiva)

Se (2,) < (Yn) € (yn) < (2), entdo (z,) < (2,). De fato, como (z,) < (y,), entdo

(Yn) — (z,,) € Sp(K)T e sendo (y,) < (zn), temos que (2,) — (y) € Sf(K)T. Pelo

Lema 5.1.3, segue que

(zn) = (zn) = ((z0) = (20)) + ((4n) = (4n))

]

Teorema 5.1.3. (E, +,-,<) € um corpo ordenado e além disso, a relagio < de K ¢ uma

extensao da relagao < de K.

Demonstracao.
Inicialmente iremos mostrar que (Ie, +,+,<) é um anel ordenado, ou seja, que as pro-
priedades compatibilidade da soma, compatibilidade da multiplicacao e totalidade sao

verificadas.
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1. (Compatibilidade da multiplicagao)

Sejam (x,,), (ynl(zn) € K. Se (zn) < (yn) entdo () + (zn) < (yn) + (2). De fato,

como (z,) < (yn), entdo (yn) — (z,) € S;(K)*.

Observe que,

((gn) + (zn)) = ((@n) + (20)) = ((gn) = (2a)) + ((20) = (20))
= (yn) = (za) € Sp(K)".

Portanto, () + (2n)) < ((yn) + (2n)), o seja, (za) + (zn) < (Yn) + (2n)-

2. (Compatibilidade da adigao)

Sejam (xy,), (Yn), (zn) € le, com (z,) > (0) e (z,,) < (yn), entéo

De fato, como (z,) < (yn) entio (y,) — (z,) € S;(K)*. Sendo (z,) > (0), temos

que (z,) — (0) = (2, — 0) = (z,) € S§(K)". Pelo Lema 5.1.3, segue que

((gn) = (zn)) - (z0) € Sp(K)T.

Note que
(W) = (@n) - (z0) = (Yn) - (zn) = (2) - () € Sp(K)T,
ou seja,
(Yn - 2n) = (Tn - 20) € S§(K)T.
Portanto,

3. (Totalidade)

Dados @, @ € I/C\, entdo (z,) < (yn) ou (y,) < (z,). De fato: seja m,@ €
K= Sr(K)/So(K), entao (z,,), (yn) € S¢(K). Como S¢(K) é um anel, temos que

(@n = yn) = (2n) = (yn) € 5¢(K),
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Se (&, — yn) € So(K) C Sp(K)*, isto é (x,) — (yn) € SH(K)*, entdo (y,) < (2,,). De

modo analogo, temos que (y,) — (z,) € S¢(K)*, e portanto (z,) < (y,). Por outro
lado, se (z, — yn) & So(K), Pela Proposigao 5.1.21, vale apenas uma das seguintes

afirmagoes:

(a) Existem c € K e N € N tais que (z, — y,) > ¢, Vn > N.

(b) Existem ¢’ € K* e N’ € N tais que —(z,, — y,) > ¢, ¥n > N.

Portanto, (z,—yn) € S¢(K)T ou (yn—2n) = —(xn—yn) € S§(K)7T, isto é, (yn) > (x,)

ou (z,) > (yn), respectivamente.

Vamos agora provar que a relagao < de K é uma extensao da relacao < de K.

Dados a,b € K com a < b, defina as seguintes sequéncias constantes:

a,=a e b,=b, VneN.

Como b > a, entao b —a > 0. Logo, b—a >0oub—a =0. Se b—a = 0, entao
lim (b, —a,) = lim (b—a) = 0. Portanto, (b) — (a) = (b,) — (an) = (b, — a,) € So(K) C

Sr(IC)*, isto é, (a) < (b). Agora, se b—a > 0, tome ¢ = b — a, entdo ¢ € K£*. Dali,

b,—a,=b—a=c¢, VYnéeN.

Portanto, (b,) — (a,) = (b, — a,) € Sf(K)*, ou seja, (a,) < (by), isto é, @ < b. O

Proposicao 5.1.24. Se K ¢é arquimediano, entao K ¢ arquimediano.

Demonstracao.
Seja (2,,) € K = Sr(K)/So(K), entao (z,) € Sp(K). Pela Proposicao 5.1.15, temos que

(x,,) é limitada, ou seja, existe r € K% tal que

|z, | <r, YneN

e portanto,

T, <r, VnéeN.

Como 1 € K% C K, e sendo K arquimediano, entao existe m € K tal que

m-1>r4+1>x,+1,

ou seja,

m-1—x,>1VnéeN.

Portanto, segue que

Logo,

m- (1) = (z,) = (m-1—x,) € Sp(K)*.
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(xn) < m-(1).

Proposigao 5.1.25. Sejam (x,,), (yn) € S¢(K). Se existir N € N tal que

Tpn = Yn, VN> N,

entao (z,) > (Yn).

Demonstracao.
Como (z,,), (yn) € S;(K), suponha que exista N € N tal que
Tn > Ypn, Vn > N.

Dai, x, —y, > 0,Vn > N

Se (xn, — yn) € So(K) C Sp(K)*, entao (z,) — (yn) € S¢(K)*. Portanto,

(4n) < ().

Por outro lado, se (2, — yn) & So(K), pela Proposicao 5.1.21: existem c € K e Ny € N

tais que

Tp — Yn > ¢, Yn > Ny, (5.6)
ou existem ¢’ € K* e N’ € N tais que

Tp—Yn < —c, Yn > N'. (5.7)
O item 5.7 nao pode acorrer, pois tomando o M = max{ Ny, N'}, entao para todo n > M,
tem-se que

xn_ynzo € xn_yn<0
Chegando assim a uma contradicao. Dali, segue que o item 5.6 vale, ou seja,
Tp— Yn > C, Yn > Np.

Entao,

(#n) = (yn) = (20 — yn) € Sp(K)7.
Portanto, (y,) < (x,). O

Lema 5.1.4. Seja K um corpo arquimediano e seja (v,) € Sy(K). Considerando a

sequéncia (T,,) em IC, temos que

lim Tp, = (x,).
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Demonstracao.

Pela Proposicao 5.1.24, temos que Ké arquimediano. Logo, dado € € l%i, isto é,2 > 0,
entao (g) = (¢) — (0) € Sy(K)*. Como (g) & Sy(K), existe ¢ € K% tal que € > ¢ > 0, para
todo n > N. Sendo K arquimediano, pela Proposicao 5.1.10, existe ¢’ € Ky tal que

0<e <e.
Pelo Lema 5.1.25, temos que
(0) < (¢) < ().
Agora, para este ¢’ € Ky, dado que (z,,) € S¢(K), existe Ny € N tal que
| zp — x| < €', VYm,n > Nj.
Para cada m > N fixo, temos que
Tm— € <xp<apm+e, Vn>N.

Pelo Lema 5.1.25, temos que

(T — &) < () < (Tm+e)
(Tm) = (&) < (zm) < (¥m)+ (&)
T — € < (T) < Tm+é

Portanto,

onde T = (x,). O

O teorema a seguir fornecerda uma propriedade fundamental do completamento K de

um corpo arquimedino .

Teorema 5.1.4. Sejam K um corpo arquimediano e seja K o seu completamento. Temos

que toda sequéncia de Cauchy em K é convergente em I/C\, i1sto €,
Sf(lc) - SC(IC)
Demonstracao.

1. Pela Proposigao 5.1.11 toda sequéncia convergente é de Cauchy, portanto, SC(IE) C

~

Se(K).
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2. Resta provar que toda sequéncia de Cauchy é convergente em I%, ou seja, S f(ﬁ) C
S.(K).
Seja (T,,) € Sf(’/é). Como para cada n € N, temos que

Ty — — < Tp <Tp+—,
nl nl

e K¢ arquimediano, entao pela Proprosicao 5.1.10, existe a, € /Eo (corpo primo),

tal que

Ty — = <ap <ZTp+ =,
nl nl

isto é,
_ 1
|a, — 7, | <=, VneN.
nl

Como (T,) € Sf(IE), dado € € 161, existe N € N, tal que

_ g
n—a:m]<§, Ym,n > N.

| T

. - _ 3 .
Seja N7 € N tal que Ny > N e Ny -1 > —. Temos entao, para todo m,n > N; que

15
- 1 +§ 1
n-1 3 m-1
< S4iifos
3 3 3 7
pois,
- 3 5 1
m2N1¢m12N11>::E>:
€ 3 m-1

De modo analogo, conclui-se que

V

1
n-1

w | M)

Isso prova que (a,) € Sf(I/C\). Logo, pelo Lema 5.1.4, temos que
lim @, = (ap).

Entao, dado € € IETH existe V € N tal que
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g g
|an_(an>|<§ € xn_an|<_<§, VYn >N
Logo, para n > N, temos que
| Ty —(an) | = |Zn =@+ @, — (an) |
< Ty —Tn |+ | G — (an) |
< S+ios
2 2

Portanto,

lim T, = (a,)

Definicao 5.1.12. Um corpo L tal que S¢(L) = S.(L) é dito completo.

Proposicao 5.1.26. Sejam a,b € R, sea > 0 eb > 0, entdo a < b se, e somente se,
a? < b,

Demonstra¢ao. Veja em [Apéndice Al. a
Proposicao 5.1.27. Seja a > 0, entdo existe b € R tal que b* = a.
Demonstragao. Veja em [Apéndice Al. O

Observagao 5.1.3. Observe que o Teorema 5.1.4 afirma que o completamento K de um

corpo arquimediano IC € completo, jd que
SrK) = S.(K).

Observacao 5.1.4. Sabemos que Q € um corpo arquimediano, denota-se o completamento

Q de Q por R, que é chamado de corpo dos nimeros reais, isto €,

R := @ = Sf(@)/SO(Q)'

Observacgao 5.1.5. Note que, sendo Q um corpo arquimediano, pela proposi¢ao (5.1.24),

R € também arquimediano.

O proximo resultado mostra que o corpo dos niimeros reais é inico a menos de iso-

morfismo.

Teorema 5.1.5. Seja IC um corpo arquimediano completo. Entdao existe um unico ho-
momorfismo de anéis de R em IKC. Além disso, este homomorfismo € um isomorfismo de

anéis ordenados.
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Demonstracao.

Seja K um corpo arquimediano completo.

1. Inicialmente iremos provar que qualquer homomorfismo f : R — K é ordenado.
Dados a,b € R, com a < b, ou seja, b — a > 0, entao pela Proposicao 5.1.27 existe

c € R tal que ¢ = b — a. Temos que

0 < [flof
= (f(0)’
= fle)-f(c)
= fle-¢)
= (&)
= f(b—a)
= [f(b+(=a))
= f(0)+ f(=a)
= f(b) = f(a)

Portanto, f(b) > f(a).

2. Unicidade do homomorfismo de R em /.
Dados f, g homomorfismos de anéis de R no corpo arquimediano K.

Considere o seguinte conjunto:
M={zeR; f(z)=g()}

Vamos provar que M é um subcorpo de R.

(a) M é um subanel de R.
i. 0 € M, pois f(0) =0=g(0).
ii. Dados =,y € M, vamos provar que x — y,x -y € M.

fle—y) = f
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De modo analogo tem-se que

fle-y) = flx)- fly)

(b) Vamos provar que para todo z € M* existe x7* € M tal que
x-x7l =1

Se x € M*, entao z € R* tal que f(z) = g(x). Como x € R*, existe 27! € R

tal que
vort =1 (5.8)
fla-a™) = £
fl@) f@™) = 1 (5.9)

Portanto, f(x) # 0 e como K é corpo, existe (f(x))™! € K tal que

fl@)- (f(x))™h =1

Multiplicando a Equagao 5.9 por (f(z))™!, temos que

(f) ™ (flx)- fla™) = (fl2)™'-1
((f)™" - f@)- fla™) = (f(2)™
L-fla™) = (flx)™
f@™h) = (fa) ™" (5.10)
De modo anéalogo, prova-se que
g™ = (g(=))™" (5.11)

Assim, de 5.10 e 5.11 tem-se que
f@™h) = (f(2))™" = (g(z)) ™ = g(a™").

Portanto, 7! € M. Logo M é um corpo.

Resta provar que M = R.

Suponha que M # R. Seja a € R\M, entao f(a) # g(a). Sem perda de
generalidade, podemos supor a > 0 tal que f(a) < g(a). Como K é um corpo

arquimediano, existe r € Ky (corpo primo) tal que

fla) <r < g(a).
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Como Ky = p(Q), (veja a Observagao 1.3.3) e p é o tnico homomorfismo
de Q em K. Sendo f e g homomorfismo de R em K, entao f|g e g|g sdo
homomorfismos, e portanto, flg = glg = p. Como r € Ky, existe s € Q tal
que r = p(s) = f(s) = g(s). Agora:

Se a < s, sendo g homomorfismo, entao

gla) < g(s) =,

o que é uma contradigao.

Se a > s, sendo f um homomorfismo entao

fla) = f(s) =,

o que é um absurdo.

Portanto, M = R.

3. Existéncia do homomorfismo de R em K.

Considere a aplicacao ¢ : S¢(Q) — K, definida por:

(a) A aplicacao v estd bem definida.

i. Existéncia do limite.
Dado (z,) € S¢(Q), como K é completo, isto é, Sp(K) = S.(K), basta
mostrar que a sequéncia (p(x,)) é de Cauchy.
Dado € € K%, como K é arquimediano, pela Proposi¢ao 5.1.10, existe
r € Ko = p(Q) tal que

O<r<e.
Como 7 € p(Q), existe t € Q. C Q, em virtude de p ser um homomorfismo
ordenado, tal que r = p(t).
Logo,
0<p(t) <e.
Como (z,) € S¢(Q), para este ¢, existe N € N tal que
| 2 — T | < £, Vm,n > N.
Ou seja,
—t<xp—Ty,<t, VYm,n>N.
Sendo p um homomorfismo ordenado, temos que
| plan) = plam) | = | plan —zm) | <|pt) | = pt) <&, Vm,n>N.

Portanto, (p(z,)) € S¢(K).

ii. Dados (z,), (yn) € S¢(Q), tais que (x,) = (y,). Vamos provar que
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U((@n)) = ¥((yn))-
D4 unicidade do limite temos que
O((2n)) = lim p(an) = lim plyn) = ¥ ((yn))-
(b) ¢ é um homomorfismo de anéis.

Vamos provar que se (2,), (y,) € S¢(Q), entao

L Y((2n) + (yn)) = ¥((2n)) + 9 ((n));
il p((2n) - (Yn)) = ©((2n)) - ¥((yn))-

Note que:
O((zn) + (gn) = (20 +yn))
= lim p(x, + yn)
= lim [p(xn) + p(yn)]
= lim p(z,) + lim p(y,)
= Y((xn)) + U((yn)-

U((@n) - (4n)) = ((Tn - yn))
= lim p(wy - yn)
= lim [p(zy) - p(yn)]
= lim p(xy,) - lim p(y,)
= Y((xn)) - U ((yn)-

E pelas Proposicoes 1.3.2 e 1.3.3, temos que

(c) 9 é sobrejetor.
Vamos provar que, dado a € K, existe uma sequéncia (s,) € S¢(Q) tal que

¥((sn)) = a, ou seja,
lim p(s,) = a.

Como a € K, e K é arquimediano, pela Proposicao 5.1.10, existe uma sequéncia
(tn) € Ko C K, tal que

lim t, = a.
Como cada t,, € Ky = p(Q), existe S,, € Q tal que

tn = p(8n).
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Entao,
lim p(s,) = lim t, = a.

Resta provar que (s,) € S¢(Q).
Como para cada n, t, = p(s,), e sendo p : Q — Ky um isomorfismo ordenado

de anéis, segue que

Sp=p tn).

Dado € € Q7 entao p(e) > p(0) = 0. Logo, p(e) € K. Como (t,) € Sc(Ko) C
S(Ko), entao existe N € N tal que para quaisquer m,n € N, com m,n > N,

tem-se que
| tm —tn | < ple),
ou seja,
—p(e) <ty —tn, < ple).

Como p~! é um homomorfismo ordenado, entao

FUAE) < 7 tn—t) < FUE) ==
=P (PE) <Pt —ta) < e
—& < P Mtm—ta) < e
Ou seja,
| p Yt —tn) | < & Vm,n> N.
Agora,
| Sm = sn [=] P (Em) — P () |=[ P (tm —ta) | < &, Vm,n>N.

Portanto, (s,) € St(Q).

4. N(¢) = So(Q).

(a) N(¢) C So(Q).
Seja (z,) € N(¢) C S¢(Q), entao

lim p(an) = ¢((xn)) = 0.

Dado € € Q% isto é, € > 0, entdo p(e) > p(0) = 0. Logo, p(e) € K*.. Entao,
existe um N € N tal que

| plan) | < ple),  Yn>N.

Ou seja,
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—p(e) < plan) < ple), Vn> N.

Como p~ ! : Ky — Q ¢ um homomorfismo ordenado, entao

pi(=p(e) < P (Plza) < 7 H(ple))
—p 7 (ple)) < xp < €
—e<m, < e
Isto é,
|z, | < &, Vn>N.
Entao, lim x, = 0. Portanto, (z,) € Sy(Q).

50(Q) € N(v).
Seja (zn) € S0(Q), entao lim x, = 0. Logo, dado € € Q% , existe N € N tal que

|z, | <&, Vn> N.
Ou seja,
—e<x,<e, Vn>N.
Sendo p: Q — Ky C K um homomorfismo ordenado, entao
p(—e) < p(z,) < ple), Vn> N.
Isto é,
—ple) < p(z,) < ple), VYn > N.

Como € > 0, entao p(e) > p(0) = 0, ou seja, p(e) € K.

Logo,

| Plaa) | < ple), V> N.

Portanto, lim p(x,) = 0, ou seja,

V((2n)) = lim p(z,) = 0.

Com base nas afirmagoes anteriores, pelo teorema do isomorfismo, temos que

R = 5,(Q)/SH(Q) ~ K.



CONSIDERACOES FINAIS

A produgao deste Trabalho de Conclusao de Curso, nos mostra a importancia do co-
nhecimento das areas de algebra e Anélise. A partir dessa percepc¢ao, concluimos que a
juncao da algebra com a analise é de extrema importancia, pois essas duas areas propor-
cionaram a construcao do corpo dos nimeros reais, considerando a técnica de construcao
proposta por Cantor. A algebra com suas estruturas de anéis e corpos, e a andlise com o

conceito de sequéncias e suas propriedades.
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Apeéendice A

As provas dos seguintes resultados foram baseadas nas demonstragoes apresentadas
nas referéncias (LIMA, 1995) e (BARTLE, 2000).

Lema A.0.1. Sea>0eb> 0, entdo a < b se, e somente se, a®> < b>.
Demonstracao.

(=) Suponha que a < b, isto é, b —a > 0. Entao
v’ —a*=(b—a) - (b+a)>0,
ou seja, b? > a2, isto é, a® < b2

(<) Se a? < b? entao b* —a®> > 0. Comoa+b>0e (b+a)-(b—a)="0>—a*>0,

entao b —a > 0, ou seja, b > a

Proposicao A.0.1. Seja a > 0, entdo existe b € R tal que b* = a.

Demonstracao.

Se a = 0, basta tomar b = 0.

Considere a > 0. Seja S ={x € R; x >0 e 2% < a}, temos que S # ), pois 0 € S.

1. O conjunto S ¢ limitado superiormente, pois se a > 1, S é limitado superior-
mente por a.
Suponha que isto nao ocorra, entao exite t € S, tal que a < t. Logo,
t? =t-t >a-a > a, pois a > 1. Mas isto é um absurdo, ji que t € S.
Por outro lado, se 0 < a < 1, entao 1 é cota superior de S, pois dado t € S,
temos que t? < a < 1, isto é, t* — 1 < 0. Portanto, t < 1. Concluimos entao

que, em qualger caso S ¢ limitado superiormente. Portanto, S tem supremo

b= SupS € R.

2. Vamos provar que nao podemos ter as desigualdades b? < a e b > a.
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O conjunto S nao possui elemento maximo.

Dado z € S, vamos provar que existe 0 < ¢ < 1 tal que (z + ¢)? < qa, isto
é,x+eelb.

Note que para todo 0 < € < 1, tem-se que

(x+e)l=a>+2rc+e* =0 +e(2z+¢). (A.1)

Como z € S, isto é, z > 0 e 22 < a. Logo,

a—122>0 e 2x+4¢e>0.

Entao,
2
a—x
> 0,
2x +¢
para todo 0 < ¢ < 1. Logo, existe 0 < &’ < 1, tal que
Ty
€ )
20 + ¢

Ou seja, €/'(2z + €') < a — 2% De (A.1), temos que
(z+e&)P=2+2x+¢e) <2’ + (a—2?) =a.
Sendo x > 0, entao (x+¢’) > 0. Logo x + ¢’ € S e protanto, S ndo contém
maximo.
SejaW ={yeR; y>0ey*>a}. Comoa >0, tomey=a+1>0.
Agora,
y? = (a+1)>=0a*+2a+1>a. Logo, a+ 1€ W e portanto, W # {).
Vamos provar que W nao tem elemento minimo.
Seja y € W, escolha 0 < € < 1 tal que (y — ) > a, isto é, y —e € W.
Agora,
(y—e)? =y* —2ye + € > y* — 2ye,
paratodo 0 < e < 1. Comoy € W, entaoy > 0 e y? > a, isto é, y>—a > 0.
Logo,
Y’ —a
2y

> 0.

Existe ¢ > 0, tal que
Y’ —a

0<e <
9 2y

Ou seja,

v —a > 2y
y: > 2ue +a

yi -2y’ > .

Entao,
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(y—€)? > y? — 2y’ > a.
Logo, y — &’ € W, e portanto W nao tem elemento minimo.

3. SexcSeycW,entaiox > 0,22 <aey>0,y? > a. Logo, 22 < a < y?, isto
6, 12 < y?. Pelo lema (A.0.1), temos que x < y. Agora, se b? < a, entdao b € 9,
e sendo b = SupS, b seria o maximo de S, o que contradiz o fato de S nao
ter maximo. Por outro lado, se b? > a, entdao b € W e como W nao elemento
minimo, existe ¢ € W, tal que ¢ < b. Pelo item (3), para x € S, tem-se que
xr < ¢ < b. Logo, ¢ seria uma cota superior para .S, mas isto é um absurdo,
pois b = SupS. Logo, nio se pode ter b* > a.

Portanto, b = a.



