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RESUMO

A Curvatura Gaussiana, grosso modo, mede quao rapidamente uma superficie regular
se afasta do plano tangente num ponto dado. Como este conceito € local, em geral seu
valor varia em cada ponto da superficie, no entanto, o Teorema Egregium de Gauss nos
mostra que este conceito é intrinseco, ou seja, ndo depende do espaco ambiente na
qual a superficie se encontra. Neste trabalho, reunimos o calculo das expressdes gerais
da curvatura Gaussiana de superficies regulares classicas. Além disso, apresentamos
um estudo sobre o comportamento da curvatura Gaussiana destas superficies, mais
precisamente, investigamos se existem pontos onde a curvatura Gaussiana € maxima
ou minima, pontos onde ela é positiva ou negativa e pontos onde ela é nula.

Palavras-chave: Curvatura Gaussiana. Superficie Regular. Geometria Diferencial.



ABSTRACT

Gaussian curvature, roughly speaking, measures how quickly a regular surface moves
away from the tangent plane at a given point. As this concept is local, in general its value
varies at each point of the surface, however, the Egregious Theorem of Gauss shows
us that this concept is intrinsic, that is, it does not depend on the ambient space in
which the surface is located. In this final paper, we gather the calculation of the general
expressions of the Gaussian curvature of classical regular surfaces. In addition, we
present a study on the behavior of the Gaussian curvature of these surfaces, more
precisely, we investigate whether there are points where the Gaussian curvature is
maximum or minimum, points where it is positive or negative and points where it is zero.

Key-words: Gaussian Curvature. Regular Surface. Differential Geometry.
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INTRODUCAO

Assim como a taxa de variacao da reta tangente a uma curva regular C nos leva
a uma entidade geométrica importante, a saber, a curvatura de C, podemos também
estender essa ideia para superficies regulares, isto €, medir quao rapidamente uma
superficie S se afasta do plano tangente 7,5, em uma vizinhanga de p € S. Este
conceito geométrico denominamos curvatura Gaussiana que, como sugere o0 nome, foi
fundamentado pelo matematico e astrénomo alemao Carl Friedrich Gauss (1777—-1855)
em sua obra Disquisitiones Generales Circa Superficies Curvas, que foi completada
em 1827 e publicada em 1828 (GORODSKI, 2008).

O Teorema Egregium de Gauss (1.7.1) diz que a curvatura Gaussiana de uma
superficie regular € um conceito intrinseco, ou seja, ndo depende do espaco ambiente
na qual a superficie se encontra. Ainda assim, a curvatura Gaussiana € um conceito
local, isto €, o seu valor, em geral, varia em cada ponto de uma superficie.

Neste trabalho calculamos a curvatura Gaussiana dos pontos de algumas super-
ficies regulares classicas, isto é, encontramos uma expressao geral para a curvatura
Gaussiana destas superficies. Em posse destas expressdes fizemos entdo uma investi-
gacao mais detalhada a respeito do comportamento da curvatura Gaussiana destas
superficies, mais precisamente, investigamos se existem pontos onde a curvatura
Gaussiana € maxima ou minima, pontos onde ela é positiva ou negativa e pontos onde
ela € nula. Estas andlises foram feitas algebricamente utilizando as ferramentas do
calculo e graficamente através do software GeoGebra.

No Capitulo 1, apresentamos algumas definicdes e resultados importantes
para o desenvolvimento do trabalho baseados em Carmo (2012), Tenenblat (2008),
O’Neill (2006) e Gray, Abbena e Salamon (2017). Os principais objetivos deste capitulo
sao: exibir uma definicao para superficie regular, exibir expressdes em um sistema
de coordenadas locais para encontrar os coeficientes da primeira e segunda forma
fundamental, mostrar as definicbes da aplicacdo normal de Gauss e da curvatura
Gaussiana e por fim apresentar uma expressao em um sistema de coordenadas
locais para determinar a curvatura Gaussiana. Para mais detalhes e aprofundamento a
respeito dos conceitos abordados neste capitulo, recomendamos a leitura de Carmo
(2012), Tenenblat (2008) , O’Neill (2006) e Gray, Abbena e Salamon (2017).

No Capitulo 2, por meio da expresséo da curvatura Gaussiana apresentada
no Capitulo 1, calculamos a expressao geral da curvatura Gaussiana de algumas
superficies regulares. Nele reunimos num s6 lugar os célculos da curvatura Gaussiana
das superficies regulares mais frequentes na literatura. Aqui apresentamos um método
sistematico para esse calculo e detalhamos cada parte desse processo. Todas as
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superficies exibidas neste capitulo sdo reconhecidamente superficies regulares, por
conta disso e por ndo ser o propdsito deste trabalho demonstrar este fato, assumimos
a regularidade de todas essas superficies e as chamamos de superficies regulares
classicas.

Por fim, no Capitulo 3, através das expressdes encontradas no Capitulo 2,
fizemos um estudo do comportamento da curvatura Gaussiana dessas superficies
classicas. Mais precisamente, investigamos os pontos onde a curvatura Gaussina é
maxima ou minima, os pontos onde ela € positiva ou negativa e os pontos onde ela
€ nula. Estas investigagdes sobre o comportamento da curvatura Gaussiana foram
feitas algebricamente utilizando-se as ferramentas do célculo, que podem ser vistas em
Guidorizzi (2001a) e Guidorizzi (2001b), e graficamente através do software GeoGebra.
Espera-se que este trabalho contribua para realgar ainda mais a beleza deste conceito
denominado curvatura Gaussiana.



15

1 A CURVATURA GAUSSIANA EM COORDENADAS LOCAIS

Neste capitulo, baseado em Carmo (2012), Tenenblat (2008), O’Neill (2006) e
Gray, Abbena e Salamon (2017), iremos apresentar algumas definicbes e resultados
importantes para o desenvolvimento do trabalho. Em geral, serdo introduzidos os con-
ceitos de superficie regular, primeira forma fundamental, aplicagdo normal de Gauss,
segunda forma fundamental e a curvatura Gaussiana, sendo que o propdsito final sera
apresentar a expressao em um sistema de coordenadas locais para a curvatura Gaus-
siana. Para mais detalhes e aprofundamento a respeito destes conceitos, recomendo a
leitura de Carmo (2012), Tenenblat (2008), O’'Neill (2006) e Gray, Abbena e Salamon
(2017).

1.1 SUPERFICIES REGULARES

Segundo Carmo (2012), uma superficie regular em R3 é, sem grande rigor, uma
figura bi-dimensional que ndo apresente pontas, arestas ou auto-interse¢des, em outros
termos, podemos dizer que ela é suave. A seguir apresentamos uma definicao rigorosa
para superficie regular.

Definicao 1.1.1 (Superficie Regular). Um subconjunto S C R?® é uma superficie regular
se, paracadap c S, existe uma vizinhangaV’ de p emR? e uma aplicacdo X : U — VNS
de um aberto U de R? sobre V NS C R3 tal que

1. X é diferenciavel. Isto significa que se escrevemos
X(u,v) = (2(u,v),y(u,v), 2(u,v)), (u,v) €U,

as fungées x(u,v),y(u,v), z(u,v) tém derivadas parciais continuas de todas as
ordens emU.

2. X é um homeomorfismo. Como X é continua pela condicéo 1, isto significa que
X teminversa X' :V NS — U que é continua.

3. (condigdo de regularidade) Para todo q € U, a diferencial dX, : R? — R? & injetiva.

Observacao 1.1.1. Sobre a Definigdo 1.1.1:

(a) A aplicagdo X é chamada uma parametrizagdo ou um sistema de coordenadas
locais em uma vizinhanca de p.

(b) A vizinhancaV?n S de p em S é chamada vizinhanga coordenada.
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(c) Oitem 1 é natural para que possamos utilizar as ferramentas do calculo diferencial
sobre S.

(d) A injetividade no item 3 tem como objetivo excluir a possibilidade de auto-
intersecbes em superficies regulares.

(e) O item 3 garante a existéncia de um plano tangente em todos os pontos de S.
Segundo Tenenblat (2008) existem algumas formas equivalentes de expressar
a condigdo do item 3. Sejam {e,, e} a base canbnica de R? e {e,, ey, e3} a base
candnica de R3. Assim, para cada q = (uy,vy) € U a matriz da aplicagdo linear
dX, nas bases candnicas € a matriz jacobiana

0 0
5 (w0, v0) 5 (uo, vo)
dy dy

qu %(uoavo) %(UO,UO) )

pois

0
X, e2) = (G0, ), a0 5 o))

Dai, denotando esses dois vetores, respectivamente, por X, (ug, vo) € X, (uo, vo),
entdo o item 3 é equivalente as sequintes afirmagoes:

(i) os vetores X, (ug,vo) € X,(ug,v9) S80 linearmente independentes;

(i) o produto vetorial X, (ug,vo) N X, (ug,vg) # 0;

(ili) um dos determinantes Jacobianos

Ooxr Oz
ANz, y) @ ? dy,z) I(z,z)
g9y 9y
ou Ov
é diferente de zero.
Sejam X : U -V NnSeq=(up,v) € U, entdo as curvas
u— X (u,vp),

v — X (ug,v),

sao chamadas curvas coordenadas, de X em ¢ = (ug, vp), € estdo em S. Os vetores
X (ug,vo) € X, (ug, v9) S0 0s vetores tangentes as curvas coordenadas.
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Exemplo 1.1.1. Vamos mostrar que a esfera unitdria S* = {(z,y,z) € R3; 22+ y? + 2% =

1} é uma superficie regular.

Primeiro devemos encontrar uma parametrizacao para a esfera S*. Temos que
a equacao da esfera de raio unitario € dada por

x2+y2

Isolando =z obtemos

+22=1.

z=41— (22 +9?2), 2°+y* < 1.

Logo, a aplicacdo X, : U C R? — R? dada por

Xi(z,y) = (fmy,ﬂ/l — (22 +y2)> , () €U,

onde R? = {(z,y,2) e R3% 2 =0} e U = {(z,y) € R*2? +y*> < 1} (Figura 1), é uma

parametrizagdo de S*. Observe que X, (U
(Figura 2).

) é a parte (aberta) de S* acima do plano xy

Figura 1 — Dominio de Xj;.

0.5

Fonte

0.5

: Autor.

Figura 2 — Representacao Geométrica de X;.

Fonte

Agora devemos verificar os 3 itens

: Autor.

da Definigdo 1.1.1.
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Item 1. Como 2% + y? < 1, a fungdo z = f(z,y) = /1 — (22 + y2) tem deriva-
das parciais continuas de todas as ordens, isto é, é de classe C*. Portanto, X, é
diferenciavel.

Item 2. Note que X, é bijetiva e que X;' é a restricdo da projecao (continua)
m(x,y,2) = (x,y) ao conjunto X,(U). Assim, X;* é continua em X,(U) (Figura 3).

Figura 3 — Representa¢do Geométrica de X, .

Fonte: Autor.

. - ox 0
Item 3. Para verificar a condicao 3, basta mostrar que a—x A a—i =+ 0 ou, que um
u
dos determinantes Jacobianos

or Ox
W%wzzgggg 0y, z) O(x,2)

9y oy

ou Ov

é diferente de zero.

Temos que
or Ox
d(z,y) or (ny 10
— — =1-0=1
x,y) |9y 9yl o 1
ou Ov
Portanto
d(z,y)
0.
oy "

Agora, cobriremos a esfera inteira utilizando parametrizagbes similares. Proce-
demos da seguinte maneira. Definimos X, : U C R? — R3 por

Xmmwz(%%— 1—@9+ﬁﬁ, (z,y) € U,

verificamos que X, é uma parametrizagdo, e observamos que X,(U) U X(U) cobre a
esfera menos o equador

{(2,y,2) e R* 2% + 9> = 1,2 = 0}.
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Utilizando entdo os plano xz e zy, definimos as seguintes parametrizagbes

X3(x,y) = (x, +\/1 — (2 + y2),z) :
Xy(z,y) = <I —\/1 — (2 +1?), 2> ;
Xs(z,y) = <+\/1 — (2* 4+ ), v, Z) :

Xafay) = (/1= @+ ).2)

que, juntamente com X, e X,, cobrem inteiramente S?. Mostramos assim que S* é uma
superficie regular.

O Exemplo 1.1.1 mostra que, verificar se um dado subconjunto de R? é uma
superficie regular, a partir da Definicao 1.1.1, pode ser muito trabalhoso. A seguir serao
apresentadas duas proposigdes que simplificam essa tarefa para algumas superficies.

Proposicao 1.1.1. Se f : U — R é uma fung&o diferenciavel em um conjunto aberto
U de R?, entao o gréfico de f, isto é, o subconjunto de R?® dado por (x,y, f(z,y)) para
(x,y) € U, é uma superficie regular.

Demonstracdo. Basta mostrar que a aplicagdo X : U — R? dada por

X(u,v) = (u,v, f(u,v))

€ uma parametrizacao do grafico, cuja vizinhanca coordenada cobre todos os pontos do
grafico. O item 1 1 da Definicdo 1.1.1 é verificada sem problemas e o item 3 também néo
oferece dificuldade, uma vez que 9(z, z)/0(u,v) = 1. Finalmente, cada ponto (z, vy, z)
do gréfico é a imagem por X de um Unico ponto (u,v) = (x,y) € U. Consequentemente,
X é bijetiva, e como X! é a restricdo ao gréafico de f da projecdo (continua) de R?
sobre o plano xzy, X! é continua. O

Definicao 1.1.2 (Superficie de Monge). A superficie obtida pelo grafico de f da Propo-
sicdo 1.1.1 é chamada superficie de Monge.

Definicao 1.1.3. Dada uma aplicac&o diferenciavel F' : U C R" — R™ definida em um
conjunto aberto U de R™, dizemos que p € U é um ponto critico de F se a diferencial
dF, : R" — R™ ndo é uma aplicacdo sobrejetiva. A imagem F(p) € R™ de um ponto
critico é chamado de um valor critico de F. Um ponto de R™ que ndo é um valor critico
€ chamado um valor regular de F'.

Proposicao 1.1.2. Se f : U c R® — R é uma fungao diferencidvel e a € f(U) é um
valor regular de f, entdo f~'(a) é uma superficie regular em R3.
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Demonstracdo. A demonstracao desta proposicao pode ser vista em Carmo (2012, p.
69-70).

A proposicao seguinte, segundo Carmo (2012), garante que se ja sabemos que
uma superficie S é regular e temos X um candidato a ser uma parametrizagao de S,
entao nao é preciso verificar que X ~! é continua, desde que as outras condi¢cdes da
Definicdo 1.1.1 sejam satisfeitas.

Proposicao 1.1.3. Sejap € S um ponto de uma superficie regular S e seja X : U C
R? — R3 uma aplicagdo com p € X (U) tal que as condigbes 1 e 3 da Definicao 1.1.1
sejam satisfeitas. Suponha que X seja bijetiva. Entdo X ! é continua.

Demonstragdo. A demonstracao desta proposicao pode ser vista em Carmo (2012, p.
74).

Para finalizar a se¢ao de superficies regulares apresentaremos a seguir uma
definicdo para superficie parametrizada e uma proposi¢cao que garante que podemos
estender os conceitos e propriedades locais da geometria diferencial a superficies
regulares parametrizadas, ou seja, segundo (CARMO, 2012), nas superficies parame-
trizadas regulares sé é possivel tratar de questdes locais.

Definicao 1.1.4 (Superficie Regular Parametrizada). Uma superficie parametrizada
X : U c R? — R3 é uma aplicagdo diferenciavel X de um conjunto aberto U C R?
em R3. O conjunto X (U) C R® é chamado o trago de X. X é regular se a diferencial
dX,: R? — R® é injetiva para todo q € U (i.e. o item 3) da Definicdo 1.1.1). Um ponto
p € U onde dX, ndo é injetiva € chamado um ponto singular de X .

Veja que uma superficie parametrizada, mesmo quando ela é regular, pode ter
auto-intersegdes no seu trago.

Proposicao 1.1.4. Segja X : U — R3 uma superficie regular parametrizada e sejaq € U.
Entao existe uma vizinhanga V de ¢ em R? tal que X (v) C R?® é uma superficie regular.

Demonstracdo. A demonstracdo desta proposicao pode ser vista em Carmo (2012, p.
93-94).

Por fim, como mencionaremos na Secao 1.2, uma superficie regular admite
varias parametrizacdes e sabendo disso, escolher uma parametrizacdo adequada é
essencial para o desenvolvimento dos calculos. Nos exemplos a seguir mostramos
as parametrizacdes de algumas delas e de antemao ja mencionamos que todas as
superficies tratadas neste trabalho sao superficies regulares.

Exemplo 1.1.2. Dado o sistema de coordenadas cartesiano, sejam P um ponto do
espaco R? e Q a projecdo de P no plano zy. O sistema de coordenadas esféricas
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associa P a trés numeros reais (r, ¢,0) correspondendo respectivamente ao tamanho
do segmento O P, ao angulo que o segmento O() faz com a semi-reta positiva de Oz e
ao angulo que o segmento OP faz com a semi-reta positiva de Oz (Figura 4).

Figura 4 — Parametrizacdo da Esfera de Raio r

Fonte: Autor.

Isto é, temos que

P = (z,y,z) um ponto genérico da superficie esférica S;
Q = (z,y,0) a projecdo de P no plano xy;

¢ = angulo que OQ) faz com o sentido positivo do eixo x;
0 = angulo que OP faz com o sentido positivo do eixo z.

Note que
PQ =z
e
z
cos = — = z =rcosb.
T
Além disso, temos
x
cos ¢ = 00 =z = OQ) cos ¢.
Como 0
sen f = —Q = 0Q =rsen6.
r
Logo,

x = rsen 6 cos ¢.
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De forma analoga podemos concluir que
y = rsen @ sen ¢,

com
0<f<m, 0<o¢<?2m.

Portanto, uma parametrizacao para a esfera S (Figura 4) é dada por
X(0,6) = (rsenfcos¢,rsenfsenp,rcosf), 0<O<m, 0<o¢<2m.

Exemplo 1.1.3. Sgja S C R? o conjunto obtido ao girarmos uma curva regular plana e
conexa C' em torno de um eixo no plano que ndo encontra a curva; vamos considerar o
plano xz como o plano da curva e o eixo Oz como o eixo de rotacdo. Seja

r=f), z=gW), a<v<b, f(v)>0,

uma parametrizacdo para C' e denote por u 0 angulo de rotagdo em torno do eixo O~.
Assim, obtemos a aplicacao

X(u,v) = (f(v) cosu, f(v) senu, g(v))
do conjunto aberto U = {(u,v) € R*0 < u < 2m,a<v < b} emS.

Como S pode ser inteiramente coberta por parametrizacées similares, seque-
se que S é uma superficie regular, chamada de superficie de revolucdo. A curva C
€ chamada curva geratriz de S, e 0 eixo Oz é o0 eixo de rotagdo de S. Os circulos
descritos pelos pontos de C' sGdo chamados de paralelos de S, e as varias posicées
de C sobre S sdo chamados de meridianos de S. A prova de que uma superficie de
revolugdo € uma superficie regular pode ser vista em Carmo (2012, p. 90-91).

Exemplo 1.1.4. O toro T é a superficie gerada pela rotacdo de um circulo S de raio
r em torno de uma reta pertencente ao plano do circulo e a uma distancia a > r do
centro do circulo (Figura 5).

Uma parametrizag&o para o toro T' pode ser feita da seguinte forma como ilustra
a Figura 5.

Note que
PQ ==z

Z
Ssenu = — = zZ = rsenu.
T

Além disso, temos que

i

a+CQ

cosv = =z = (a+ CQ)cosv.
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Figura 5 — Parametrizagao do Toro

Fonte: Elaborada pelo autor.

Como

cQ

cosu = — = CQ = rcosu.
r

Logo,

x = (a+ rcosu)cosv.

De forma analoga podemos concluir que

y = (a + rcosu)senv.

Portanto, uma parametrizacao para o toroT' é dada por
X(u,v) = ((a+rcosu)cosv, (a+ rcosu)senv, rsenu),

O<u<2m, 0O0<v<2m.

1.2 MUDANGA DE PARAMETRO

Segundo Carmo (2012) uma superficie regular pode admitir varias parametri-
zacOes e para que a Definicdo 1.1.1 faca sentido, € preciso que ela ndo dependa do
sistema de coordenadas escolhido, ou seja, € preciso mostrar que quando um ponto
de uma superficie regular pertence a duas vizinhangas coordenadas, com parametros
(ug,v1) € (u2,v2), € possivel passar de um destes pares de coordenadas ao outro
através de uma aplicacao diferenciavel.

Proposicao 1.2.1 (Mudacga de Parametros). Seja p um ponto de uma supericie regular
S,esegiamX : U C R? - SeY : V c R? — S duas parametrizagées de S, tais que
pe X(U)NY (V) =W. Entdo a "mudanga’de coordendas h = X 'oY : Y} (W) —
X~YW) é um difeomorfismo; isto é, h é diferencidavel e tem uma inversa diferenciavel
h~1.
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Demonstracdo. A demonstracao desta proposicao pode ser vista em Carmo (2012, p.
83).

1.3 PLANO TANGENTE

Nesta secao iremos mostrar que a condi¢ao 3 da Definicdo 1.1.1 garante que
para cada ponto p de uma superficie regular S, o conjunto de vetores tangentes as
curvas parametrizadas de S, passando por p, constituem um plano (CARMO, 2012).

Definicao 1.3.1 (Vetor Tangente). Seja p um ponto da superficie reqular S, o vetor
tangente o/ (0) de uma curva parametrizada diferenciavel o : (—e,e) — S, com a(0) = p,
é chamado vetor tangente a S.

Definicao 1.3.2 (Plano Tangente). O conjunto de todos os vetores tangentes as curvas
parametrizadas de S, passando pelo ponto p € S, é chamado o plano tangente de S no
ponto p e denotado por T,S.

Proposicao 1.3.1. Sgja X : U c R? — S uma parametrizagdo de uma superficie
reqular S e seja q € U. O subespaco vetorial de dimensao 2,

dX,(R?) C R?,
coincide com o conjunto de todos os vetores tangentes (plano tangente) a S em X (q).
Demonstragdo. A demonstracao desta proposicao pode ser vista em Carmo (2012, p.

98).

Em outras palavras, a Proposigdo 1.3.1 anterior, garante que o plano dX,(R?),
que passa por X(¢q) = p, € o T,,S (plano tangente a S no ponto p) e que ele ndo
depende da parametrizacao X. A escolha de uma parametrizacdao X determina uma
base {X.(¢), X.(q)} de T,,S, chamada base associada a X.

Segundo Carmo (2012) podemos escrever um vetor w € 1,5 na base associada
a uma parametrizacdo X da seguinte maneira

w =a’(0),

d
=X (u(t), v(t))(0),
=Xu(9)u'(0) + X, (q)v'(0).

Portanto, na base {X,(q), X,(¢)}, w tem coordenadas («'(0),v'(0)), onte u(t),v(t) é a
expressao, na parametrizacao X, de uma curva cujo vetor velocidade em t = 0 é w.



Capitulo 1. A CURVATURA GAUSSIANA EM COORDENADAS LOCAIS 25

1.4 PRIMEIRA FORMA FUNDAMENTAL

A primeira forma fundamental € um conceito que estéa relacionado com questoes
métricas de uma superficie regular, como por exemplo, 0 comprimento de curvas em
uma superficie regular, angulo entre vetores tangentes de uma superficie regular e
areas de regides da superficie regular (TENENBLAT, 2008).

Segundo Carmo (2012), o produto interno natural (produto escalar) do R? O S,
induz em cada plano tangente 7,,S de uma superficie regular S um produto interno,
que indicaremos por (, ), da seguinte forma: Se wy,wy € T,,S C R? entdo (wy, ws), €
igual ao produto interno de w; e wy, como vetores em R?, isto é, se w; = (z1,y1,21) €
wy = (g, Y2, 29) €Nt@o

(wy, wa), = 122 + Y1Y2 + 2129.

Definicao 1.4.1 (Primeira Forma Fundamental). A forma quadradita I, em T,,S definida
por
I,: T, =R
w— L(w) = (w,w), = |w|? >0,

€ chamada a primeira forma fundamental da superficie regular S c R*> emp € S.

Assim, de acordo com Carmo (2012), a primeira forma fundamental é mera-
mente a expressdo de como a superficie S herda o produto interno natural do R3.
Geometricamente, como ja mencionado, a primeira forma fundamental nos possibilita
fazer medidas sobre a superficie, sem fazer mengao ao espago ambiente R3, onde esta
a superficie.

Vamos agora expressar a primeira forma fundamental na base {X,, X, } as-
sociada a uma parametrizagdo X (u,v) em p. Como um vetor tangente w € 1,5 €
o vetor tangente a uma curva parametrizada «a(t) = X(u(t),v(t)),t € (—e€), com
p = a(0) = X(ug,vp). Por definicdo temos que I,(w) = (w, w), € como por hipdtese
o/(0) = w, temos que

L,(a'(0)) = (/(0), &/ (0)),

X' + X0, X' + X,0'),,

X', Xu'), + (X', Xv'), + (X', X)), + (X', Xv'),,
Xy Xu)p(W)? + 2(Xy, Xo)pu'v' + (X, Xo)p(v')?,

= BE()* + 2Fu'v' + G(v')?,

(
=
=
=

onde os valores das funcdes envolvidas sédo calculados em ¢ =0, e
E(UO>UO) = <XU7Xu>p7
F(Uo, UO) = <Xu> Xv>p>
G(UO,UO) = <XU7XU>Z)7
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sdo os coeficientes da primeira forma fundamental na base {X,, X,} de 7,,S. Fazendo
p variar na vizihanga coordenada correspondente a X (u, v), obtemos fung¢des E(u,v),
F(u,v), G(u,v), que sao diferenciaveis nessa vizinhanca.

De agora em diante, iremos omitir o indice p na indicagao do produto interno (, ),
ou da forma quadratica I,,, quando for claro pelo contexto a que ponto nos referimos.

Segundo Tenenblat (2008), as fungdes £, F' e G satisfazem as seguintes propri-
edades.

1. E(u,v) > 0e G(u,v) > 0 para todo (u,v). De fato, pois os vetores X, e X, sdo
nao-nulos. Em outros termos, temos pela definicdo que

E(u,v) = (Xu, Xu)p = | Xu[2 > 0,
Glu,v) = (X,, Xo)p = | X[ > 0.
2. EG — F? > 0. De fato, temos que

| Xu A Xy = | Xul|| Xy| sen 6 (1.1)

(Xu, Xy) = | Xu]| Xy | cos O (1.2)

Elevando ao quadrado ambos os membros de (1.1) e (1.2) e em seguida somando
membro a membro obtemos

[ Xu A X 4 (X, Xo)? = [ X[ X * sen® 6 + | X[ X | cos 6,

| Xy A X 4+ (X, Xo)? = | Xu?| X, * (sen” 6 + cos? ),

|Xu A Xv|2 + <Xua Xv>2 = |X’LL|2|X7J|27

1 X0 A X2 = | X P X7 — (X, Xo)2
Mas como F = | X,|%,G = |X,|? e F = (X, X,), entdo podemos escrever a Ultima
igualdade acima como
X, A X, > = EG— F?,
EG — F? = | X, A X,|* > 0.

3. | X. A X,| = VEG — F2. De fato, é imediato pelo item anterior onde | X, A X, |* =
EG — F? entao
X, A X,| = VEG — F2. (1.3)

Usaremos este fato recorrentemente quando formos calcular a curvatura Gaussi-
ana dos pontos de uma superficie regular.
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Exemplo 1.4.1. Vamos calcular os coeficientes da primeira forma fundamental de um
plano. Um sistema de coordenadas para um plano P C R? passando por py = (¢, Yo, 20)
e contendo o0s vetores ortonormais w; = (a1, as, a3), ws = (by, be, bs) (Figura 6) é dado
por

X (u,v) = po +vw; +vwy, (u,v) € R?

ou
X (u,v) = (2 + uay + vby, yo + uag + vby, 29 + uaz + vbs), (u,v) € R?

Dai, temos que as derivadas da aplicagdo X em relacdo a u e v s&o, respectiva-
mente
Xy = (a1,az,a3) = wy,
X, = (b1, bg,b3) = wo.

Figura 6 — Parametrizagao do Plano

P

Fonte: Autor.

Como w, e w, sS40 vetores unitarios ortogonais, entao

E = (X, Xy) = ’XuP = ’w1|2 =1
F =(X,,X,) =0,
G =(X,,X,) = |X,,|2 = |wq| = 1.

Neste caso trivial, a primeira forma fundamental é essencialmente o teorema de
Pitagoras em P; i.e., 0 quadrado do comprimento de um vetor w, com coordenadas a, b
na base {X,, X,}, é igual a a® + b*.

Exemplo 1.4.2. Vamos calcular os coeficientes da primeira forma fundamental da
esfera de equacgdo 2 +y? + 2> = r2. Do Exemplo 1.1.2, temos que uma parametrizacdo
para esta esfera é dada por

X(0,0) = (rsenfcosg,rsenfsen ¢, rcosf), 0<O<m 0<¢<2m.

Dai, temos que as derivadas da aplicacdo X em relacdo a 0 e ¢ séo, respectiva-

mente
Xy = (rcosfcos@,rcosfsenp, —rsenb),

Xy = (—rsenfsen¢,rsenfcos,0).
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Assim, temos que

E = (Xy, Xp)
= | Xo/*
= |(r cos @ cos ¢, r cos @ sen ¢, —r sen 6) |

= (\/(’I“ cos 0 cos ¢)2 + (rcos fsen ¢)2 + (—rsen §)2)?

= 12 cos® 0 cos® ¢ + r? cos? Osen’ ¢ + r¥sen’

= 72 cos” §(cos® ¢ + sen® ¢) + r* sen® 0
=1r?cos’ § + r’sen’
= r?(cos® 0 + sen?0)

=7

F = (Xy, Xy)
= ((rcosf cos ¢, rcosfsen ¢, —rsend), (—rsenfsen ¢, rsendcose,0))

= —1? cosf cos psen @ sen ¢ + 1 cos f cos psenfsen ¢ — rsen - 0

= 0.

= |X,|?
— |(—rsen Osen ¢, rsen f cos ¢, 0)|2
— (\/(—7’ sen 6 sen ¢)2 4 (1 sen 6 cos ¢)2)?

= r?sen? @ sen’ ¢ + r?sen? 6 cos® ¢

= r?sen® f(sen? ¢ + cos® @)

= r2sen? 6.

1.5 APLICACAO NORMAL DE GAUSS

De acordo com Carmo (2012), dado um ponto p em uma superficie regular S,
existem dois vetores unitarios em R* que sdo normais ao plano tangente 7,,S. Estes
vetores sdo chamados de vetores unitarios em p. Assim, fixando uma parametrizacao
X :U CR?— Semp e S, podemos entdo definir a escolha de um vetor normal
unitario em cada ponto ¢ € X (U), pela aplicagao diferenciavel

N:X(U)—R?

onde N é definida por
XuNX,

T XL A X (9).

N(p)
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Definicao 1.5.1 (Orientacao de Superficies). Uma superficie regular S é orientavel se
for possivel cobri-la com uma familia de vizinhangas coordenadas, de tal modo que
se um ponto p € S pertence a duas vizinhancas dessa familia, entdo a mudanca de
coordenadas tem Jacobiano positivo em p. A escolha de uma tal familia € chamada
uma orientacdo de S, e S, neste caso, diz-se orientada. Se uma tal escolha nao é
possivel, a superficie € ndo-orientavel. Se S é orientada, uma parametrizagao (local) X
é compativel com a orientacdo de S se, juntando X a familia de parametrizacbes dada
pela orientacdo, obtém-se ainda uma (logo, a mesma) orientagéo de S.

Em outras palavras, uma superficie regular S é dita orientavel se ela admite um
campo diferenciavel de vetores normais unitarios definido em toda a superficie. Assim,
a escolha de um tal campo N é chamada uma orientacdo de S.

Definicdo 1.5.2 (Aplicacdo Normal de Gauss). Seja S C R* uma superficie com uma
orientacdo N. A aplicacdo N : S — R? toma seus valores na esfera unitaria

S? = {(x,y,2) e R 2* + ¢y + 22 = 1}.
Aplicagdo N : S — S?, assim definida, é chamada a aplicacdo normal de Gauss de S.

Proposicao 1.5.1. A diferencial dN, : T,S — T,S da aplicacdo de Gauss é uma
aplicagéao linear auto-adjunta.

Demonstragdo. Como dN, € linear, basta verificar que (dNp(wy), ws) = (wy, dN,(ws))
para uma base {w,, w2} de T,,S. Seja X (u, v) uma parametrizacdode Sempe {X,, X,}
a base associada de 7,,S. Se «a(t) = X (u(t),v(t)) € uma curva parametrizada em S,
com «a(0) = p, temos

dN,(a/(0)) = dN,(X,u'(0) + X,v'(0))
d
= .0
= N,u'(0) + N,/ (0);

em particular, dN,(X,) = N, e dN,(X,) = N,. Portanto, para provar que dN, é auto-
adjunta, é suficiente mostrar que

<Nua Xv) = <X1u Nv>'

Para ver isto, derivamos (N, X,) = 0 e (N,,X,) = 0 (a igualdade vale, pois N &
ortogonal a X, e X,), em relacdo a v e u, respectivamente, e obtemos
<N717Xu> + <N7 Xuv> = O>
(Ny, X)) + (N, X)) = 0.
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Assim,

<Nu7Xv> = _<N7 Xvu> = <Nv7Xu>

1.6 SEGUNDA FORMA FUNDAMENTAL

O fato de dN, : T,S — T,S ser uma aplicagdo linear auto-adjunta, segundo
Carmo (2012), nos permite associar a dN, uma forma quadratica.

Definicao 1.6.1 (Segunda Forma Fundamental). A forma quadradita 11, em T, S defi-
nida por
11, : T, R
I (1.4)
w — I,(w) = —(dN,(w), w),,
é chamada a segunda forma fundamental da superficie regular S C R®> emp € S.

Assim como fizemos com a primeira forma fundamental, iremos determinar uma
expressao para a segunda forma fundamental em um sistema de coordenadas locais.

Seja X (u,v) uma parametrizagdo em um ponto p € S de uma superficie S,
e seja a(t) = X(u(t),v(t)) uma curva parametrizada em S, com «(0) = p. A fim de
simplificar a nota¢ao, convencionaremos que todas as fun¢des que aparecem abaixo
indicam seus valores no ponto p.

O vetortangente a a(t)emp é o = X, u' + X, v' e
dN(a') = N'(u(t),v(t)) = Nyu' + Nv'.
Além disso, temos que (N, N) = |N|* = 1 e derivando em relagéo a u temos

(Ny, N) +(N,N,) =0,
2(N,, N) =0,
0,

logo, N, e N sao ortogonais, isto €, NV, € tangente a superficie, e, portanto, NV, pertence
a 7,S. Analogamente concluimos que N, pertence a 7,,S. Assim, podemos escrever
N, e N, nabase {X,, X,} de 7,5, isto &,

N, =anX,+anX,,

(1.5)
N, =a;X, + a22X,,

e, portanto,

dN(a') = Nu' + N’



Capitulo 1. A CURVATURA GAUSSIANA EM COORDENADAS LOCAIS 31

= (an Xy + an X,)u' + (a12X,, + age X, )V’
= an Xyt + an Xt + a1o X, 0" + an X,
= an Xt + a1p X,V + an Xt + age X,
= (anu’ + apv) Xy + (ant’ + agv') Xy,

u a1 Q12 u
v G21 Q22 v

Isto mostra que, na base {X,, X, }, dN é dada pela matriz (a;;),,j = 1, 2.

isto é,

Por outro lado, a expressao da segunda forma fundamental na base {X,,, X, } é
dada por

IT,(a') = =(dN(d'), )

—(d

—(Nu' + Ny, Xou' + X0

—(Nu', X u'y — (Nyu', X0y — (N, Xu') — (N, X0')
—(Nu, Xu) (u ) - <NuaXv>(ulv,) - <NU)X1L>(U/U/) - <NU7XU>(U,)2

e, como (N, X,) = (N, X,) = 0, entdo derivando (N, X,) e (N, X,) em relagédo a u,
temos respectivamente

<Nu,Xv> + <N7 Xvu> 0
_<NU7XU> = <N7Xvu>

Agora, derivando (N, X,,) e (N, X,) em relagdo a v, temos respectivamente

<Nv,Xu> + <Na Xuv> 0
_<N’U7X> < >7

(Ny, X,) + (N, X,,) =0
_<N1;7XU> = <N7 Xm;>'

Dai, como (N, X,,) = (N, X.,), entdo (N,, X,) = (N,, X,). Logo, podemos reescrever
a expressao da segunda forma fundamental na base {X,, X, } como

[Ip(a/) = _<NU7Xu>(ul)2 — 2(Ny, X)) (u'v") — (N, Xv>(vl)27

isto &,

(o) = e(u)? +2f(uv') + g(v')?,
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onde

1.7 CURVATURA GAUSSIANA

Segundo Lima (2018), seja a aplicagado linear A : V' — V. em um espago vetorial
de dimenséao 2 e {v;, v} uma base de V, temos que

determinante de A = aq1a92 — a12a91,

onde (a;;) é a matriz de A na base {v1, v,}. Além disso, o determinante ndo depende
da base escolhida, é, portanto, associado a aplicagao linear A.

Definicao 1.7.1 (Curvatura Gaussiana). Sejap € S e sejadN, : T,S — T,S a diferencial
da aplicagcdo de Gauss. O determinante de dN, é chamado a curvatura Gaussiana K
de S em p.

Da Secéao 1.6 anterior, temos que

u a1 app\ (v
v G21 Q22 v

Vamos determinar uma expressao para a curvatura Gaussiana em um sistema
de coordenadas locais. Para isto, primeiro obteremos os valores de a;; em termos dos
coeficientes e, f, g. Substuindo a Equacéo (1.5) nas expressodes de e, f, g, temos

—e = (Ny, Xy)
= (a1 Xy + a1 Xy, Xu)
= (a1 Xu, X)) + (an Xy, X,,)
= a11(Xu, Xu) + a21( Xy, Xu)
= a1 FE + ax F,

—f = (Nu, Xy)
= (a1 Xy + an Xy, Xy)
= (a11 Xy, Xy) + (a1 Xy, Xy)
= a11(Xu, Xy) + a9 (Xy, Xy)
= a1 F' + anG,
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—f = (Ny, Xu)
= (a12 Xy + a22X,, Xy)
= (a1 X0, X)) + (a22X,, X,,)
= a12(Xu, Xu) + a22(Xy, Xu)
= a9 F + aF,

—g = (Ny, Xy)
= (a12 Xy, + a22X,, X))
= (a12Xy, X)) + (a2Xy, Xy)
= a12( Xy, Xy) + ag2(Xy, Xy)
= aF + agG,
isto e,
—e =ankb +anlf,
—f =auF +anG,
—f =apk+axnkF,
—g = apF + anG,

(1.6)

onde E, F e G séo os coeficientes da primeira forma fundamental na base {X,,, X, }
vistos na Secéo 1.4. As relagbes da Equacéo (1.6) podem ser espressas em forma

matricial por
_ e f - a1 Q91 FE F
[ g apy axn) \F G|

Dai, multiplicando a direita em ambos 0os membros pela inversa de (F G) , Obtemos

)= G e

. . b\ |
Agora, lembremos que a inversa de uma matriz (a d) € dada por

C

1 d —b
ATl =
detA (—c a) ’

B F\ 1 G -F
F G) EG-F*\-F E)’

e, portanto, a Equacao (1.7) pode ser reescrita como

ain a1\ 1 e f G —-F\
(am a22) - EG-F? (f 9) (—F E)’ 19

entao
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donde
aip a9y _ 1 eG — fF —elF + fE
aip ap)  EG—F? JG—gF —fF+gFE
B 1 fF—eG eF—fE
- EG-F?\yF - fG fF-gE
fF—eG el —fFE
_ | EG-F? EG-F?
gl'—fG  fF—gE |~
EG - F? EG-— F?
isto e,
 fF—eG
“ T pe -
_gF-JG
“2 T pG -
el —fE
R ey e
_JF—gFE
2 T EG-F”
Pela Definicdo 1.7.1 temos que
K = det(dN) = det(a;),
isto e,

K = ajja9; — ajpa9

([ JF—eG fF —gFE gF — fG el'— fE
" \EG-F2)\EG-F2) \EG-F2)\EG- F?

(fF —eG)(fF —gE) (gF — fG)(eF - fE)

(EG — F2)? (EG — F2)?
_ (fFfF — fFgE — eGfF +eGgE) (gFeF —gFfE — fGeF + fGfE)
N (EG — F?)? - (EG — F?)?
_ [PF? — fgBF — efPE + egEG — egF? + fgBTF + efFE — [2EG
B (EG — F?)2
_ egEG —egF? — f*EG + f*F?
B (EG — F?)?
_ eg(EG — F?)— f(EG — F?)
B (EG — F?)?
_ (BG—F7)(eg — f?)
(EG—F2)%
e, portanto, )
_eg—f
K =i m (1.9)

A Equacgéao 1.9 mostra que a curvatura Gaussiana pode ser expressa em fungao
dos coeficientes da primeira e segunda forma fundamental.
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N&o obstante, existe um resultado impressionante do estudo da geometria
intrinseca das superficies que € chamado Teorema Egregium de Gauss. Embora este
estudo nédo faga parte do escopo deste trabalho € importante citar este teorema pois
ele trata da curvatura Gaussiana.

Teorema 1.7.1 (Teorema Egregium de Gauss). A curvatura Gaussiana s6 depende da
primeira forma fundamental.

Em outras palavras, a curvatura Gaussiana é uma propriedade intrinseca, isto
€, nao depende do espaco ambiente na qual a superficie se encontra. Este fato é
realmente incrivel, pois no préximo capitulo calcularemos a curvatura Gaussiana nos
pontos de uma superficie regular usando a Equacao 1.9 que estd em funcéao dos
coeficientes da primeira e segunda forma fundamental.
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2 SUPERFICIES REGULARES CLASSICAS: CURVATURA GAUSSIANA

No Capitulo 1 obteve-se a expressao 1.9 que indica que a curvatura Gaussiana
pode ser escrita em funcéo dos coeficientes da primeira e segunda forma fundamental.
No presente capitulo calcularemos a curvatura Gaussiana de algumas superficies
regulares classicas através dessa expressao. Para fazer estes calculos usaremos um
método sistematico que consiste em cinco passos. Considerando X : U ¢ R? — S uma
parametrizagdo de uma superficie regular S, determinaremos:

(i) as derivadas parciais X, X, Xy, Xuu € Xoo;

(i) os coeficientes F, F' e GG da primeira forma fudamental de S;
(iii) a aplicagdo normal de Gauss N : X (U) — R3;
(iv) os coeficientes e, f e g da segunda forma fundamental de S;

(v) a expressao geral para a curvatura Gaussiana K de S.

2.1 PLANO

Exemplo 2.1.1. Vamos calcular a curvatura Gaussiana do plano = do Exemplo 1.4.1,
onde = C R3 passa pelo ponto py = (x¢,%0,2) € contém os vetores ortonormais
wy = (a1, a9, a3), ws = (by, b, bs). Este plano (Figura 7) é coberto pela parametrizagdo
X : R? — R? definida por

X(u,v) = (2o + uay + vby, yo + uay + vby, 2o + uas + vbs).

Figura 7 — Plano

Fonte: Autor.
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(i) Derivadas Parciais

Xy, = (a1, a9,a3),
X, = (b1, by, b3),
Xuw = (0,0,0),
Xuw =(0,0,0),
Xuw = (0,0,0)

(i) Coeficientes da Primeira Forma Fundamental

Do Exemplo 1.4.1 concluimos que
E=1 F=0eG=1.
(iii) Aplicagdo Normal de Gauss
Considerando ws = (c1, c2,c3) = Xy A X, entdo

C1 Co C3

N(u,v):(

Ja+a+ad Ja+d+a JEd+3+3A
(iv) Coeficientes da Segunda Forma Fundamental

e =(N, Xuu)
=(N, (0,0,0))
0.

f :<N7 Xuv>
=(N, (0,0,0))

|
e

g :<N7 va)
=(N,(0,0,0))

(v) Curvatura Gaussiana

eg — I*
EG — F?
_0-0—0?
S 1-1-0?

K(u,v) =

) |
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2.2 CILINDRO ELIPTICO

Exemplo 2.2.1. Vamos calcular a curvatura Gaussiana do cilindro eliptico (Figura 8)
coberto pela parametrizacdo X : U C R? — R3 definida por (FRENSEL; DELGADO,
2008)

X(u,v) = (acosu,bsenu,v),

onde U = {(u,v) € R?;0 < u < 27 ev € R}.

Figura 8 — Cilindro Eliptico

Fonte: Autor.

(i) Derivadas Parciais

(i) Coeficientes da Primeira Forma Fundamental

:|AXVu|2
=|(—asenu, bcosu, 0)|2

=(asenu)® 4 (bcosu)?.

F =(X,, Xy)
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=((—asenu,bcosu,0),(0,0,1))
=0.

G =(Xy, Xy)
=X, [*
=/(0,0, )I*
=(1)*

=1.

(iii) Aplicagdo Normal de Gauss

X, N X,
N =
(v, 0) X, A X,
Calculemos primeiramente X, A X,.
i ik
X, ANX, =|—asenu bcosu 0
0 0 1

(beosu)i — (—asen )

+ (0)k
(0)k

J
(bcosu)i + (asenu)j +

(bcosu,asenu,0).

Agora calculemos | X, A X,|.

| Xy A X, :\/(bcos u)? + (asenu)?.

Da Equagéo 1.3 temos que | X, A X,| = VEG — F2. Por outro lado, EG — F* é 0
denominador da Equacéo 1.9, por conta disso, a fim de tornar a expressao de K
menos carregada possivel, faremos recorrentemente a substituicao

EG — F? = A,
ou seja, neste caso,

EG — F? =(bcosu)® + (asenu)® = A.

Logo,

bcosu asenu 0)

N(“’”:( VA VA
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(iv) Coeficientes da Segunda Forma Fundamental

e = (N, Xuu)

— <<b(\:;)%u’ aij%u,0> , (—acosu, —bsenu70)>

_ab cos’u _ab sen®u
VA VA
_ab(cos® u + sen” u)

VA

ab

7

f = N XU’U

<<bcosu asenu 0) 7(070’0>>

0.

g = <N va
<<bcosu asenu 0) ,(0,0,0)>

0.

(v) Curvatura Gaussiana

2.3 CILINDRO CIRCULAR

Exemplo 2.3.1. Vamos calcular a curvatura Gaussiana do cilindro circular (Figura
9). O cilindro circular € um caso particular de cilindro eliptico no quala = b =1r e a
parametrizacdo X : U C R? — R? definida por

X(u,v) = (rcosu,rsenu,v),

onde U = {(u,v) € R?;0 < u < 21 e v € R} cobre o cilindro circular.
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Figura 9 — Cilindro Circular

Fonte: Autor.

(i) Curvatura Gaussiana

Como o cilindro circular € um caso particular de cilindro eliptico temos que a
curvatura Gaussiana do cilindro circular pode ser obtida através da expressao de
K para o cilindro eliptico, isto é,a curvatura Gaussiana do cilindro circular é dada

por
K(u,v) = 0.

2.4 CILINDRO PARABOLICO

Exemplo 2.4.1. Vamos calcular a curvatura Gaussiana do cilindro parabdlico (Figura
10) coberto pela parametrizagdo X : R? — R? definida por (OLIVEIRA; RUFINO, 2004)

X (u,v) = (au®,u,v).

(i) Derivadas Parciais

Xy =(2au, 1,0),
X, =(0,0,1),
Xuw =(2a,0,0),
Xuw =(0,0,0),
X =(0,0,0)

(ii) Coeficientes da Primeira Forma Fundamental

E =(Xu, X.)
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Figura 10 — Cilindro Parabdlico

Fonte: Autor.

=|X.|*
=|(2au, 1,0)?
=(2au)? + (1)*
=(2au)® + 1.

F :<Xu7 XU>
=((2au, 1,0), (0,0,1))

(iii) Aplicagdo Normal de Gauss

XuNX,

Nwv) = oA

Calculemos primeiramente X, A X,.
i

X, N X, =2au
0

O = Sy
_ O I
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(1)7 — (2au)j + (0)k

(1)7 4 (=2au)j + (0)k
(1, —2au, 0).

Agora calculemos | X, A\ X,|.

Xy A Xy =/(1)2 + (—2au)?

Como | X, A X,| = VEG — F2,
EG — F* =1+ (2au)* = A.
Logo,
1 —2au
T ERE T
(iv) Coeficientes da Segunda Forma Fundamental

e =(N, Xyu)

_ <<¢12 _j%“, o) (24,0, 0)>
2

7

(v) Curvatura Gaussiana
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2.5 CILINDRO HIPERBOLICO DE DUAS FOLHAS

Exemplo 2.5.1. Vamos calcular a curvatura Gaussiana do cilindro hiperbdlico de duas
folhas (Figura 11) coberto pela parametrizagdo X : R? — R? definida por (OLIVEIRA;
RUFINO, 2004)

X (u,v) = (acoshu,bsenhu,v).

Observacao 2.5.1. A parametrizagdo X cobre apenas uma folha do cilindro hiperbdlico.
A outra folha é obtida através da parametrizacdo X definida por

X (u,v) = (—acoshu, —bsenhu,v).
Verifica-se que se utilizarmos a parametrizacdo X obteremos a mesma curvatura
Gaussiana.
Figura 11 — Cilindro Hiperbdlico de Duas Folhas

3

Fonte: Autor.

(i) Derivadas Parciais

X, =(asenhu,bcoshu,0),
X, =(0,0,1),
Xuw =(acoshu,bsenhu, 0),
Xuw =(0,0,0),
Xy =(0,0,0).

(ii) Coeficientes da Primeira Forma Fundamental

E =(X,, X.)



Capitulo 2. SUPERFICIES REGULARES CLASSICAS: CURVATURA GAUSSIANA

45

=|X,|?
=|(asenhu, bcosh u, 0)|?

=(asenhu)? 4 (bcoshu)?.

F :<XU7XU>
=((asenhu, bcoshu,0), (0,0, 1))

(iii) Aplicagdo Normal de Gauss

X. N X,
N =y
(u,0) X, A X
Calculemos primeiramente X, A X,.
i ik
XuANX,=lasenhu bcoshu 0
0 0 1

(bcoshu)i — (asenhu)j + (0)k
(bcoshu)i + (—asenu)j + (0)k
(

b cosh u, —asenhwu,0).

Agora calculemos | X, N\ X,|.

| X0 A X :\/(b coshu)? + (—asenh u)?
:\/(b cosh u)? + (asenhu)?.

Como | X, N X,| = VEG — F?,

EG — F? = (bcoshu)? + (asenhu)® = A.

Logo,

bcoshu —asenhu
N<“’”):< NZER ’°>
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(iv) Coeficientes da Segunda Forma Fundamental

€:<N,qu>
bcoshu — h
:<< C\(}SZU’ G\S/e; u70>7(acoshu,bsenhu,0)>
7abcosh2u_ absenh? u
VA /A
B ab(cosh® u — senh® )
VA
_ab
VA
f:<N7Xuv>
bcoshu —asenhwu
= ; ,01,(0,0,0
<< VA VA ) ( >>
=0.
g:<N7X’UU>
bcoshu —asenhu
- ’ 70 y 0,0,0
<< VA VA ) ( >>
=0.

(v) Curvatura Gaussiana

2.6 CONE ELIPTICO

Exemplo 2.6.1. Vamos calcular a curvatura Gaussiana do Cone Eliptico (Figura 12)
coberto pela parametrizagdo X : U C R? — R? definida por (OLIVEIRA; RUFINO, 2004)

X (u,v) = (aucosv, busen v, u),

ondeU = {(u,v) e R%ZueR el <v < 2r}.
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Figura 12 — Cone Eliptico

Fonte: Autor.

(i) Derivadas Parciais

X, =(acosv,bsenv, 1),

X, =(—ausenv,bucosv,0),
Xuu =(0,0,0),

Xuww =(—asenw,bcoswv,0),
Xyw =(—aucosv, —busenv,0).

(i) Coeficientes da Primeira Forma Fundamental

E=(Xy, Xu) = | Xu|”
=|(acosv,bsenv, 1)|?
=(acosv)? + (bsenv)? + (1)
=(acosv)® + (bsenv)® + 1.

F

(Xu, Xo)

=((acosv,bsenw, 1), (—ausen v, bucosv,0))

- a2u cosvsenv + b2U Sen v cosv

=(ucosvsenv)(b? — a?).

X, Xo) = [ X[

(—ausenv,bucosv,0)|?

{
|
(—ausenv)? + (bucosv)?
(

ausenv)? 4 (bu cos v)?.
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(iii) Aplicagdo Normal de Gauss

Xu N X,

Nlw o) =2 %)

Calculemos primeiramente X, A X,.

i ik
X, NX,=| acosv bsenv 1
—ausenv bucosv 0

abu cos® v + abusen® v)k

bucosv)i — (ausenv)j

—

(— +

(—bucosv)i + (—ausenv)j + (abu(cos® v + sen’ v))k
(—=bucosv)i + (—ausenv)j + (abu)k

(_

bu cos v, —ausen v, abu).

Agora calculemos | X, A X,|.

| X A X :\/(—bu cosv)? + (—ausenv)? + (abu)?.

Como | X, A X,| = VEG — F?,

EG — F? = (—bucosv)® + (—ausenv)® + (abu)® = A.

Logo,

—bucosv —ausenv abu)

Vi) = (TR S

(iv) Coeficientes da Segunda Forma Fundamental

e =(N, Xuu)
—bucosv —ausenv abu
= ) b b 07070
(T~ ) oo0)
=0.
f:<N7 X?w>
B —bucosv —ausenv abu (—asenv, beos v, 0)
- \/Z 9 \/Z 7\/z 9 ) )
_abucosvsenv _ abu sen v cos v
N VA VA

=0.
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9 =(N, Xu)
_<<—bUCOSU —ausenv abu (—aucosv, —busenv,0)
\Nova v ova) | |

abu®cos®? v abu®sen®wv

+
Vi 7
_abu?(cos® v 4 sen® v)
B VA
_abu?
=71
(v) Curvatura Gaussiana
eg — f*
K(u,v) = Lo
0. abu® 0
VA
A
_v
A
=0.

2.7 CONE CIRCULAR

Exemplo 2.7.1. Vamos calcular a curvatura Gaussiana do cone circular (Figura 13). O
cone circular € um caso particular de cone eliptico no qual a = b = r e a parametrizagao
X : U c R? — R3 definida por

X (u,v) = (rucosv, rusenv,u),

onde U = {(u,v) e R*u € R el < v < 2w} cobre o cone circular.

Figura 13 — Cone Circular

Fonte: Autor.
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(i) Curvatura Gaussiana

Como o cone circular é um caso particular de cone eliptico temos que a curvatura
Gaussiana do cone circular pode ser obtida através da expressao de K para o
cone eliptico, isto €, a curvatura Gaussiana do cone circular é dada por

K(u,v) =0.

2.8 ELIPSOIDE

Exemplo 2.8.1. Vamos calcular a curvatura Gaussiana do elipsoide (Figura 14) coberto
pela parametrizacdo X : U C R?* — R3 definida por (OLIVEIRA; RUFINO, 2004)

X (u,v) = (asenvcosu,bsenvsenu,ccosv),
ondeU = {(u,v) eR%Z0<u<2rel<v<m}.

Figura 14 — Elipsoide

z

Fonte: Autor.

(i) Derivadas Parciais

X, =(—asenvsenu,bsenwvcosu,0),

X, =(acosvcosu,bcosvsenu, —csenv),
Xuuw =(—asenvcosu, —bsenvsenu,0),
Xuw =(—acosvsenu,bcosvcosu,0),

Xypo =(—asenvcosu, —bsenvsenu, —ccosv).

(i) Coeficientes da Primeira Forma Fundamental

E :<XuaXU> = ‘XU|2

=|(—asen vsenu,bsenvcosu,0)|*
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(—asenvsenu)® + (bsen v cosu)?

=(asenvsenu)? + (bsen v cosu)?.

Fr=(Xy, X,),

=((—asenwvsenu,bsen v cosu,0), (acoswvcosu,bcosvsenu, —csenv))
= — a*sen v sen u cos v cos u + b? sen u cos u cos v sen u

=(senvsenu cosvcosu)(b® — a?).

G =(X,, Xy) = |Xv|2
=|(acosv cosu, bcosvsenu, —csenv)|?
=(acosvcosu)? + (bcosvsenu)? + (—csenv)?

=(acosvcosu)® + (bcosvsenu)® + (csenwv)?.

(iii) Aplicagdo Normal de Gauss

X.NX
N _ Su N Ay
(. 0) = X
Calculemos primeiramente X, A\ X,.
i J k
XuNX,=|—asenvsenu bsenwvcosu 0

a COS vV COS U bcosvsenu —csenv

-

—(—besen? v cosu)i — (acsen® vsenu)j

—

24 — absen v cos v cos® u)k

+ (—absen v cos v sen
—(—besen? v cosu)i + (—acsen® vsenu)]

+ (—absen v cos v(sen® u + cos® u))k
—(—besen? v cos u)i + (—acsen® vsen u)j + (—absen v cos v)k

=(—bcsen® v cos u, —acsen® v sen u, —absen v cos v).

Agora calculemos | X, N\ X,|.

| X A Xy :\/(—bcsen2 veosu)? + (—acsen? vsenu)? + (—absen v cosv)?

:\/(bc sen? v cosu)? + (acsen? v senu)? 4 (absen v cosv)?

:\/sen2 v(besen v cosu)? + sen? v(acsen vsenu)? + sen? v(abcos v)?

:\/Sen2 v[(besen v cosu)? + (acsenvsenu)? + (abcosv)?].
Como | X, AN X,| = VEG — F?,

EG — F? =sen”v[(besen v cosu)? + (acsen vsenu)® + (abcosv)?].
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Fazendo A = (bcsen v cosu)? + (acsenvsenu)?® + (abcosv)? > 0, obtemos

EG — F? =sen?vA.

Assim,

—bc S€H2 vVCosu —ac sen2 vsenu —absen v cos U)

N ) - ) )
() ( Vsen2vA Vsen2 vA Vsen2vA

[ —besen*vcosu —acsen*vsenu —absenv cosv
|senv|v/A T |senv|vA T |senv|vVA )

Como 0 < v < m entdo senv > 0 e assim | sen v| = senv. L0go,

—becsenvcosu —acsenvsenu —ab cosv)

N Y = ) )
(u,v) < NZ VA Vi
(iv) Coeficientes da Segunda Forma Fundamental

e =(N, Xuu)

/[ —besenvcosu —acsenvsenu —abcosv
(P e =
_abesen®vcos®u  abesen® vsen® u

R RZ

__abesen® v(cos® u 4 sen® )

VA

abc sen? v

VA

) , (—asenwvcosu, —bsenvsenu, O)>

=N, Xuw)
_<<—bcsenvcosu —acsenvsenu —abcosv
N VA VA T WA
_abcsenvcosucosvsenu  abcsen vsen u cos v cosu

VA - VA

) , (—acosvsenu,bcosvcosu, 0)>

|
i

g =(N, Xu)

VA VA T VA

<<—bcsenfvcosu —acsenvsenu —abcosv)

(—asen v cosu, —bsen v sen u, —c cos U)>

abc sen? v cos? u N abe sen? v sen? u N abc cos® v
VA VA VA
abesen? v(cos? u + sen? u) N abc cos® v

VA VA
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_abe(sen® v + cos? v)

N VA

B abce

=77
(v) Curvatura Gaussiana

eg — I*
Kl o) =g
abcsen?v  abe ~ (0
VA VA
sen?vA
(abc)? sen? v

A
sen?vA
(abc)? sen’ v 1
A sen?vA
(abc)?
A2

(abc)?

[(besen v cosu)? + (acsenvsenu)? + (abcosv)?]?

2.9 ESFERA

Exemplo 2.9.1. Vamos calcular a curvatura Gaussiana da esfera (Figura 15). A esfera
€ um caso particular de elipsoide no qual a = b = ¢ = r e a parametrizacdo X : U C
R? — R? definida por

X (u,v) = (rsenwcosu,rsenvsenu,rcosv),

onde U = {(u,v) e R%0 <u<2r e0<wv <7} cobre a esfera.

(i) Curvatura Gaussiana

Como a esfera é um caso particular de elipsdide temos que a curvatura Gaussiana
da esfera de raio r pode ser obtida através da expressdo de K para o elipsoide,
isto é, a curvatura Gaussiana da esfera é dada por

(abc)?
[(besen v cosu)? + (acsenwvsenw)? + (abcosv)?]?

K(u,v) =

(r-r-r)?

[(r - rsenvcosu)? + (r-rsenvsenu)? + (r - rcosv)?]?
(132
[(r?senvcosu)? 4+ (r?senvsenu)? + (r? cosv)?]?

76

[r4sen? v cos? u + r* sen? v sen? u + r4 cos? v]?
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Figura 15 — Esfera

4

Fonte: Autor.

T6

~ [r*sen? v(cos? u + sen? u) + 74 cos? v)2

76

[r4(sen? v + cos? v)]?

2.10 HIPERBOLOIDE ELIPTICO DE UMA FOLHA

Exemplo 2.10.1. Vamos calcular a curvatura Gaussiana do hiperboloide eliptico de
uma folha (Figura 16) coberto pela parametrizacdo X : U Cc R? — R3 definida por
(FRENSEL; DELGADO, 2008)

X (u,v) = (acoshucosv,bcoshusenv,csenhu),

ondeU = {(u,v) e R%ZuecRel<v<2r}.

(i) Derivadas Parciais
X, =
X, =

asenh u cosv, bsenh usen v, ccosh u),

—acoshusenw,bcoshucosv,0),

Xuv =
va =

(
(
Xyu =(acoshucos v, bcoshusenw, csenhu),
(—asenh usen v, bsenh u cosv,0),
(

—a coshucosv, —bcoshusenwv,0).

(ii) Coeficientes da Primeira Forma Fundamental

E :<XU>XU> = ’Xu|2
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Figura 16 — Hiperboldide Eliptico de Uma Folha

z

Fonte: Autor.

=|(asenhu cos v, bsenh usen v, c cosh u)|?

=(asenhu cosv)? + (bsenh usen v)* 4 (ccoshu)?.

F =(X,, X,)

=((asenhu cosv,bsenh usenv, ccoshu), (—acoshusenv, bcoshucosv,0))
= — a?senh u cos v cosh usen v + b? senh u sen v cosh u cos v

=(senh u cos v cosh usenv)(b? — a?).

G =(X,, Xy) = |Xv|2
=|(—acosh usen v, bcoshucosv,0)[?
=(—acoshusenv)? + (bcosh u cos v)?

=(acoshusenv)? + (bcoshucosv)?.

(iii) Aplicacdo Normal de Gauss

X, N X,
N(u,v) =———.
(u, ) | Xy A X
Calculemos primeiramente X, A X,.
i j k
XuANX, =] asenhucosv bsenhusenv ccoshu
—acoshusenv bcoshwucosv 0

-

=(—beccosh? ucosv)i — (accosh® usenv)j

2

+ (absenh u cosh u cos® v — ab cosh u senh u sen? )E

-

—(—bec cosh® u cos v)i + (—ac cosh? usen v)j

+ (absenh u cosh u(cos? v + sen® v))k
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—(—bc cosh? u cos v)i + (—accosh? usen v)j + (absenh u cosh u)k

—=(—bc cosh® u cos v, —ac cosh? usen v, absenh u cosh u).

Agora calculemos | X, A X,|.

| X A X :\/(—bc cosh? ucosv)? + (—accosh® usen v)2 + (absenh u cosh )2

:\/(bc cosh? ucosv)2 + (accosh? usenv)? + (absenh u cosh u)2

:\/cosh2 u(be cosh u cos v)2 4 cosh? u(ac cosh usen v)2? 4 cosh? u(absenh )2

:\/cos.h2 u[(be cosh u cos v)? + (accosh usenv)? + (absenh u)?].

Como | X, AN X,| = VEG — F?,
EG — F? = cosh® u[(bc cosh u cos v)* + (accoshusen v)? + (absenh u)?].
Fazendo A = (bccoshucosv)? + (accoshusenv)? + (absenhu)? > 0, obtemos

EG — F? =cosh? uA.

Assim,

—becosh?ucosv —accosh?usenv absenh u cosh u)

N u? /U = ) )
(@) < Vcosh? uA Vcosh? uA Vcosh? uA

< —becosh?ucosv —accosh?usenv absenh u cosh u>

|coshu|v/A ~ |coshu|v/A = |coshu|vA

Como coshu > 0 para todo u € R, entéo | coshu| = coshu. Logo,

M) =

—bccoshwucosv —accoshusenv absenh u)

VA ’ VA TVA
(iv) Coeficientes da Segunda Forma Fundamental

e =(N, Xuu)

—bccoshucosv —accoshusenv absenhwu
VA ’ VA VA

(a coshu cos v, bcosh usen v, csenh u)>

abccosh®? wcos?v  abccosh?usen?v  abcsenh?u

- +
VA VA VA
abc cosh® u(cos? v +sen?v)  abesenh® u

+
VA VA
abe

— — —— - (cosh® u — senh?® u)

VA
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B abe

7

[ =(N, Xu)
<<—bccoshucosv —accoshusenv absenhu)

VA ’ VA T VA
(—asenh usen v, bsenh u cosv, 0)>

abccoshucosvsenhusenv  abe cosh usen vsenh u coswv

N VA - VA

|
e

<N7 va>

—bccoshucosv —accoshusenv absenhwu
VA ’ VA TVA

9

(—acoshucosv, —bcosh usen v, 0)>

abccosh? wcos? v abecosh? usen? v

_l’_
VA VA
_abecosh? u(cos® v + sen? v)

VA

2
abc cosh” u

VA

(v) Curvatura Gaussiana

eg — f*
Koy =pe —F

abe  abccosh?u
_ VA VA
B cosh? uA
(abc)? cosh® u
A
cosh? uA
(abc)? cosh® u 1
A cosh? uA
(abc)?
A2

—(0)?

(abc)?

[(be cosh wcosv)? + (accosh usenv)? + (absenh w)?]?”
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2.11 HIPERBOLOIDE ELIPTICO DE DUAS FOLHAS

Exemplo 2.11.1. Vamos calcular a curvatura Gaussiana do hiperboloide eliptico de
duas folhas (Figura 17) coberto pela parametrizacdo X : U C R? — R3 definida por
(FRENSEL; DELGADO, 2008)

X (u,v) = (asenh ucosv, bsenh usen v, ccosh u),
ondeU = {(u,v) eRZucRel<v <}

Figura 17 — Hiperboldide Eliptico de Duas Folhas

Fonte: Autor.

Observacao 2.11.1. A parametrizacdo X cobre apenas uma folha do hiperboldide. A
outra folha é obtida através da parametrizacdo X definida por

X (u,v) = (asenhu cos v, bsenhusenv, —ccoshu).

Verifica-se que se utilizarmos a parametrizacdo X obteremos a mesma curvatura
Gaussiana.

(i) Derivadas Parciais

X, =(acoshucosv,bcoshusenw, csenhu),
X, =(—asenhusen v, bsenh u coswv,0),
Xuu =(asenh ucosv, bsenh usen v, ccoshu),
Xuw =(—acoshusenv,bcoshucosv,0),
Xy =(—asenhucosv, —bsenhusenv,0).

(ii) Coeficientes da Primeira Forma Fundamental

E :<XuaXu> = |Xu|2
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=|(a cosh u cos v, bcosh usen v, csenh u)|?

=(acoshucosv)? + (bcoshusenv)? + (csenhu)?.

F=(X,, Xy)

=((a cosh ucosv, bcosh usenv, csenh u), (—asenh usen v, bsenh u cosw,0))
= — a® coshu cos v senh u sen v + b? cosh u sen v senh u cos v

=(cosh u cos vsenh usenv)(b* — a?).

X, Xo) = | X,

(—asenh usen v, bsenh v cos v, 0)|?
2

=(
|
(— senhusenv) + (bsenh u cosv)
(

asenhusenv)? + (bsenh u cosv)?.

(iii) Aplicagdo Normal de Gauss

X, N\ X,
N(u,v) =———.
(u, ) | Xy A X
Calculemos primeiramente X, A X,.
i j k
XuANX,=]| acoshucosv bcoshusenv csenhu
—asenhusenv bsenhwucoswv 0

—(—besenh? ucosv)i — (acsenh® usenv)j

+ (abcosh usenh u cos® v 4 ab cosh u senh usen? v)k
—(—besenh® ucos v)i 4+ (—acsenh? usenv);

+ (abcosh usenh u(cos® v + sen? v))k
—(—besenh? ucos v)i + (—acsenh? usen v)j + (abcosh usenh u)k

=(—bc senh? u cos v, —acsenh? u sen v, ab cosh u senh u).

Agora calculemos | X, A X,|.

| X A X :\/(—bc senh? u cos v)? 4 (—acsenh® usen v)2 + (ab cosh u senh )2

2

:\/(bc senh” u cos v)? 4 (acsenh® usenv)? + (ab cosh usenh )2

:\/senh2 u(besenh u cos v)? + senh® u(acsenh usen v)2 + senh? u(ab cosh u)?

:\/senh2 u[(besenh w cosv)? + (acsenh usenv)? + (ab cosh u)?].

Como | X, N X,| = VEG — F?,

EG — F? =senh® u[(bcsenh u cos v)? + (acsenh usen v)? + (abcosh u)?].
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Fazendo A = (bcsenh u cosv)? + (acsenh usenv)? + (abcoshu)? > 0, obtemos

EG — F? =senh®uA.

Assim,

—besenh®ucosv —acsenh?usenv abcosh usenh u)

N(u,v) = ) )
(u,0) ( Vsenh? uA Vsenh? uA Vsenh? uA
(iv) Coeficientes da Segunda Forma Fundamental

e =(N, Xuu)

< ( —besenh?ucosv —acsenh?usenv abcosh usenh u)
)

VsenhZuA Vsenh2uA  Vsenh?uA

(asenh u cos v, bsenh usen v, ¢ cosh u)>

2
abcsenh®ucos?v  abesenh®usen?v  abe cosh? usenh u

—~ -
Vsenh? uA Vsenh? uA Vsenh? uA

abc senh? u abc cosh? u senh u

2 2
=— —— - (cos“v +sen“v) +
Vsenh? uA ( ) Vsenh? uA

b h
_ e (—senh® u + cosh® u)

Vsenh? uA

abcsenh u

B VsenhZuA

=N, Xuw)

< ( —besenh®ucosv —acsenh?usenv abcosh usenh u>
)

Vsenh2uA  VsenhuA  VsenhZuA

(—acoshusen v, bcoshucosv, O)>

abcsenh?® ucosvcoshusenv  abesenh? usen v cosh u cos v

Vsenh? uA Vsenh? uA

Il
e

g =(N, Xy)

< ( —besenh?ucosv —acsenh?usenv abcosh usenh u)
)

VsenhZuAd Vsenh2uAd  Vsenh?uA

(—asenhu cosv, —bsenh usen v, O)>

abcsenh® wcos?v  abesenh® usen? v

_.I_
Vsenh? uA Vsenh? uA
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abc senh® u(cos? v + sen? v)

Vsenh? uA

abc senh? u

B VsenhZuA

(v) Curvatura Gaussiana

eg — f?
K(u,v) ~EC_ 2

abcsenhu  abcsenh® u

. — (0)2
_ Vsenh®?uA  Vsenh®uA ©
senh? uA
(abc)? senh* u
__ senh*uA
senh? uA
_ (abe)? senh* 1 1
senh? uA senh? uA
_ (abc)?*senh u
senh? 1 A2
B (abc)?

[(besenh u cos v)? + (acsenh usen v)? + (abcosh u)?)?’
2.12 HELICOIDE

Exemplo 2.12.1. Vamos calcular a curvatura Gaussiana do helicoide (Figura 18)
coberto pela parametrizacdo X : U C R? — R? definida por (CARMO, 2012)

X(u,v) = (vcosu,vsenu,au),

onde U = {(u,v) € R%;0 < u < 21 ev € R}.

(i) Derivadas Parciais

Xu
Xy

— U Sen u, v cos U, a),

cos u,senu, 0),

X’U’U
X’U’U

(
(
Xy =(—vcosu, —vsenu,0),
(—senwu, cosu,0),
(

0,0,0).

(ii) Coeficientes da Primeira Forma Fundamental

E :<XquU> - ‘Xu|2

=|(—vsenu,vcosu,a)l’
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Figura 18 — Helicéide

Fonte: Autor.

=(—vsenu)? + (vcosu)® + (a)?
=v?sen® u + v? cos® u + @
=v®(sen® u + cos” u) + a>

=v? + %

F =(X,,X,)
=((—vsenu,vcosu,a), (cosu,senu,0))
= — USeN U COS U + ¥ COS U Sen U

=0.

G =Xy, Xo) = | X,

=|(cos u,sen u, 0)|?
=(cosu)? + (senu)?
= cos® u + sen” u

=1.

(iii) Aplicagdo Normal de Gauss

Xu N X,
Nl o) =230

Calculemos primeiramente X, A X,.

i ik
X, NX,=|—vsenu vcosu a
0

cosu senu
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—

acosu)j + (—vsenu — v cos? u)k
(— )i+ (=

asenu)

-

asenw)i + (acosu)j + (—v)k

(— i—

(—asen u)?—l— (acos u)j + (—v(sen® u + cos? u))lg
(— i

(

—asenu, a cosu, —v).

Agora calculemos | X, A X,|. Como

X, A X,| = VEG — I

e
EG — F? =(v*+a*) -1-0°
=v® + a?
=K >0,
entao
X, AX,| = VE.
Assim,

(iv) Coeficientes da Segunda Forma Fundamental

e =(N, Xyu)

_<<—asenu @ Ccos U —U> (—vcosu, —vsenu 0)>

av senu cosu av cosu senu

vVE  VE

|
e

=N, Xuw)

—asenu acosu —v ( 0)
= ) ) , (—senu, cosu,
vE vE VE

asen®u  acos?u

_l’_
VE VE
a(sen? u + cos? u)

N VE

=k
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9 =(N, Xo)
—0.

(v) Curvatura Gaussiana

2.13 SUPERFICIE DE ENNEPER

Exemplo 2.13.1. Vamos calcular a curvatura Gaussiana da superficie de Enneper

(Figura 19) coberto pela parametrizagdo X : R? — R3 definida por (CARMO, 2012)

U3 'U3
X (u,v) = u—§+uv2,v—§+vu2,u2—v2 .

Figura 19 — Superficie de Enneper

Fonte: Autor.
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(i) Derivadas Parciais

X, =(1 —u? + v, 2uv, 2u),
X, =(2uv, 1 —v* + u?, —2v),
Xuw =(—2u, 2v,2),
Xuw =(2v,2u,0),
Xow =(2u, —2v, —2).

(i) Coeficientes da Primeira Forma Fundamental

B =Xy, Xo) = X,/
=[(1 — u* + v?, 2uw, 2u)|?
=(1 —u* +vH)? + (2uv)? + (2u)?
=(1 —u® +vH)(1 — u? + %) + 4u?? + 4u?
=1 —u? + 0% —u? +ut — w0 +0? — R + ot uPo? + 4
=1 —2u? + 4u® + 20% — 2u*v? + du*v? +ut + ot
=1+ 2u® + 20* 4 2u*0* + u* +v*
=1+ (2u® + 20°) + (2u*0* + u" + v*)
=14 (2u® + 20%) + ((v?)? + 2u*0* + (v*)?)
=14 2(u? +v?) + (u* +v?)?
(14 (£ )2
=(1+ u® + v*)*.

F=(Xu, X)
=((1 —u* + %, 2uv, 2u), 2uv, 1 — v* + u?, —2v))
=(1 —u* + vH)2uv + 2uv(l — v* + u?) — duw
=2uv — 2uv + 2uv® + 2uv — 2uv® + 2uPv — duw
=4uv — 4duv

=0.

G =(Xy, X)) = | X,
=[(2uv,1 — v* + u?, —20)|?
=2uv)? + (1 — v* + u?)? + (—2v)?
=4u®v® + (1 — v* +u?)(1 — v* + u?) + 40?
=4u*v? + 1 —v* +u? —v? + ot —uP? 4 — v+ ut + 4?

=1 — 20% + 4v® + 202 + 4u*v® — 2020 + ut + 0
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=1+ 20% + 2u® + 2u%0? + ut + o
=(1+u* +v*)*.

Pelo calculo do coeficiente E temos que
1+ 20 + 2u® + 2u*0® +ut + vt = (1 4+ 4+ 0v?)2
Assim,

G =(1 +u* +v?)?

=F.
(iii) Aplicagdo Normal de Gauss
Xu N X,
N =_v v
(w0 = A X,
Calculemos primeiramente X, A X,.
i j k
XoANX, =1 —u?2+1° 2uv 2u
2uv 1—v2+u? —20

—

—=(—4uv? — 2u(1 — v® + u?))i — ((1 — u® + v?)(—20) — 4u2v)]
(1= w2+ 02)(1 = 0® +u?) — 4>k
=(—4uv® — 2u + 2uv? — 2u°)i — (—2v + 2u*v + —20° — 4u?)

-

+(1—v®+u2— e —ut+0? — ot P — Pk
=(—2uv?® — 2u — 2u®)i — (=20 — 20° — 2u*v)j

+ (1 4+ 2u20? — 4u®0® —ut — ok
—(—2uv® — 2u — 2u®)i + (20 + 20° + 2u?0)] + (1 — 2u0? — ut — vk

=(—2uv? — 2u — 2u®,2v + 20° + 2u?v, 1 — 2u*v® — u* —v?).

Agora calculemos | X, N X, |. Como | X, AN X,| = VEG — F? e E =G, comE > 0,

entao
1 Xy A Xy| =VE - E — 02
—E2
=K.
Assim,

—2uv? — 2u — 2u 2u+ 203 + 2utv 1 — 2uPv? —ut — ot
N(u,v) = z : z , z :
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(iv) Coeficientes da Segunda Forma Fundamental

e :<N7 qu)
<<—2uv2—2u—2u3 20 4 203 4+ 2u?v 1 —2u202—u4—v4> >
_ 7 , , (—2u, 2v,2)
E E E
(—2uv? — 2u — 2u3)(—2u) N (20 + 20° + 2u?v)2v N (1 —2u%0? —ut —v*)2
FE FE FE
Auo? + 4u? + 4ut 40 + Aot + 4w 2 — duPo? — 2ut — 20t
- E * E * E
CAwto? 4 4u? 4 et 4 40 + ot 4 AP + 2 — to? - 20t — 207
B E
_Autv? 4 4u? 4 2ut 4 407 + 20" 42
B E
22w 4 20 4+ ut + 207 0t 4 1)
7 .

Pelo calculo do coeficiente E temos que

2ut? +2u? Fut 20+t 1= 1+ + 0?2 =E.

Assim,
2F
—_— = 2
‘E
f :<N7 Xuv>
—2uv? — 2u — 2u® 2 203 + 200 1 — 2uZv? —ut — vt
_ uv U u’ v+ 20° + uv, u“v U v 7(2%2%0)
E E E
(—2uv? — 2u — 2u®)2v N (20 + 203 + 2u?v)2u
N E E
 —duw® — duw — 4Py N duv + duv® + 4uv
FE FE

=0.

9 =(N, Xuu)
—2uv?® — 2u —2u? 204203 +2uPv 1 —2utv? —ut — ot
= , , , (2u, —2v, —2)
FE FE FE

_(—2uw? — 2u — 2u®)2u N (20 + 203 + 2u?v)(—20) N (1 —2u?0? — ut — v*)(=2)

N E E E

B —4u2v? — qu? — 4t n —4v? — 4t — 4uPv? n —2 + 4u%v? + 2ut + 20t

a E E E

B —4u2v? — 4u? — dut — 4? — 4ot — 4uPo? — 2 + duPo? + 2ut + 20t

n E

—4u2v? — 4u? — 2ut — 4% — 20t — 2

E
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—2(2u?v? + 2u? + ut + 202 + 0t + 1)
z :

Pelo calculo do coeficiente E temos que
2utv? +2ut +ut + 20+t 1= 1+ +0*)*=E.

Assim,

(v) Curvatura Gaussiana

2.14 SUPERFICIE DE MONGE

Exemplo 2.14.1. Vamos calcular a curvatura Gaussiana da superficie de Monge
(Proposicao 1.1.1) coberta pela parametrizacdo X : U C R? — R? definida por

X (u,v) = (u,v, h(u,v)).

(i) Derivadas Parciais

(ii) Coeficientes da Primeira Forma Fundamental

E =(Xy, Xu) = | X[
=|(1,0, k) |?
=(1)* + (hu)?
=1+h.
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F:<Xu,Xv>
:<(17 0, hU)7 (07 1, hv))
=hyh,.

G =(X,, X,) = | X,
=[(0,1, hy)?
=(1)* + (h)?
=14 h2.

(iii) Aplicagdo Normal de Gauss

Xu N X,

Nl o) =20

Calculemos primeiramente X, A X,.

Agora calculemos | X, N\ X,|.

X0 A X =y (—ha)? + (Bo)? + (1)?
Como | X, A X,| = VEG — F2,
EG — F? =h2 + h2 + 1.
Fazendo A = h? + h2 +1 > 0, obtemos

| X, AX,| =VEG - F? = VA.

Assim,

—h, hy, 1
Nw) :<\/Z’ 7} ﬂ)'
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(iv) Coeficientes da Segunda Forma Fundamental

(v) Curvatura Gaussiana

eg —
Rl =56 —F

A
VA VA <\/Z )
B A

huuhvv h?w
__A A

A

huuhvv - h?w

A
A
huuhvv - hZU
o huuhvv - hiy
= Ve
- huuhvv - hiv
(2 +h2+1)%

o | e
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2.15 PARABOLOIDE ELIPTICO

Exemplo 2.15.1. Vamos calcular a curvatura Gaussiana do paraboloide eliptico (Figura
20) coberto pela parametrizagdo X : R? — R? definida por (OLIVEIRA; RUFINO, 2004)

u? 0P
X(u,v) = (u,v,g—Fﬁ).

Figura 20 — Paraboldide Eliptico

Fonte: Autor.

Note que a parametrizacdo X do paraboldide eliptico o caracteriza como uma su-
perficie de Monge. Assim, usaremos a expressao da curvatura Gaussiana do Exemplo
2.14.1 para calcular sua curvatura.

(i) Derivadas Parciais da h(u,v) = Z—z + Z—z
=",
he =g,

o =,
huw =0,
o =2,

(ii) Curvatura Gaussiana

huu hvv - h12w

K(u,v) :(h2 1R
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2
A
2u\ 2 20\ 2 2
<§) +<b_2> 1
4
- 25
42 492 2
o Pl
4 1
 a2h? 4u? 4o? 2
o Pl
B 4
B Ay Ae? 2
azm(a_i+bi4+1)

2.16 PARABOLOIDE HIPERBOLICO (SELA)

Exemplo 2.16.1. Vamos calcular a curvatura Gaussiana do paraboloide hiperbdlico
(Figura 21) coberto pela parametrizacdo X : R? — R? é definida por (OLIVEIRA;

RUFINQO, 2004)
v u?
X(u,v) = (u,v,— — —) )

b2 a2

Figura 21 — Paraboléide Hiperbdlico (Sela)

)

z

Fonte: Autor.

Note que a parametrizacdo X do paraboldide hiperbdlico o caracteriza como
uma superficie de Monge. Assim, usaremos a expressao da curvatura Gaussiana do
Exemplo 2.14.1 para calcular sua curvatura.
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(i) Derivadas Parciais da h(u,v) =

(ii) Curvatura Gaussiana

K(u,v) =

2.17 SELA DE MACACO

Exemplo 2.17.1. Vamos calcular a curvatura Gaussiana da sela de macaco (Figura
22) coberto pela parametrizagdo X : R? — R? definida por (CARMO, 2012)

X(u,v)

U2 u2
» a?
—2u
hu = a2
2v
hv —b727
—2
huu a2’
huv 07
2
hvv :ﬁ

huu hvv - hiy

(h2 + h2 + 1)

= (u,v,u® — 3uv?).

Note que a parametrizagdo X da sela de macaco o caracteriza como uma su-
perficie de Monge. Assim, usaremos a expressao da curvatura Gaussiana do Exemplo

2.14.1 para calcular sua curvatura.

(i) Derivadas Parciais da h(u,v) =

u — 3uv?

hy, =3u® — 302,
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Figura 22 — Sela de Macaco

K4

Fonte: Autor.

h, = — 6uw,
P =61,
hyw = — 60,
hyy = — 6U.

(ii) Curvatura Gaussiana
huuhvv B hzzw
(h2 + h2 +1)?
6u - (—6u) — (—6v)?
((Bu? — 3v%)2 + (—6uv)? 4+ 1)2

K(u,v) =

B —36u? — 36v?
 (9ut — 18uv? + v + 36uv? + 1)2
_ 36u® + 36v?
 (9ut + 18u20? + 9vt + 1)2
36(u? + v?)

(9u* + 18u?v? + Jut + 1)

2.18 SUPERFICIE DE REVOLUCAO

Exemplo 2.18.1. Vamos calcular a curvatura Gaussiana da superficie de revolugdo do

Exemplo 1.1.3 coberta pela parametrizacdo X : U c R? — R? definida por

X(u,v) = (p(v) cosu, p(v) senu, Y (v)),

ondeU = {(u,v) eR*:0<u<2rea<v<b}ep()>0.

(i) Derivadas Parciais

Xy = (—¢senu, pcosu,0),
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/

X, = (¢ cosu, @ senu, '),

Xuv
X’U’U

¢ senwu, @' cosu,0),

"

(

Xuw = (—pcosu, —psenu,0),
(—
(¢" cosu, " senu, "),

onde p ey estdo em fungdo de v e (") denota derivagdo em relagdo a v.

(i) Coeficientes da Primeira Forma Fundamental

E=(Xy, Xy) = |Xu|2
=|(—psenu, pcosu,0)|?
=(—psenu)? + (¢ cosu)?

2902 sen® u + 902 cos u?

=*(sen” u + cos® )

:@2_

F :<Xu7 XU>

((—psenu, pcosu,0), (¢ cosu, ¢ senu,'))
= — psenuy cosu +  cosup’ senu

=0.

G =(Xy, X)) = | X,
=|(¢' cosu, ¢’ senu, ') |?

(¢ cosu)? + (@' senu)® + (¢')

(¢)? cos® u + (@) sen? u + (¥')?

(¢')?(cos® u + sen® u) + (¢')?

(¢

07+ (W)

2

(iii) Aplicagdo Normal de Gauss

Xu N X,

N o) = X

Calculemos primeiramente X, N X,.

i j k
Xy NXy =|—psenu @cosu 0

Y cosu  @'senu

= (¢ cosu)i — (—pi' senw)j + (—py’ sen® u — o’ cos? u)k

—
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(—p¢ (sen® u + cos® u) )k

(—p)k

(ot cosu)i + (@i’ sen u)
(1)’ cos u);+ (o) senu)
<SD¢I COS U, SO@U/ Sen u, _9090/)-

i+
i+

Agora calculemos | X, A X,|. Como

X, A X,| = VEG — F2

e
EG = F?=(¢)”- ((¢')* + (¥)?) - 0?
=(p)?- G
Entao
[ Xu A Xo| =y/(0)? G
=pVG,
pois ¢ > 0.
Assim,

N(u,v) = <gpw’ cosu o' senu —<p<p’>
’ WG T VG T eVa
_ (Y'cosu Y'senu —¢
(R )

(iv) Coeficientes da Segunda Forma Fundamental

e =(N, Xuu)

Y'cosu Y'senu —¢’
= N Y B/ , (—pcosu, —psenu,0)

_ —p' cos’u  —pi' sen’u

VG e
_ —¢'(cos® u + sen® u)
N e
ey
Vet
f :<N7 Xuv>

:<<¢/COSU Ysenu —¢ (—¢'senu, ¢’ cosu,0)
\/a Y \/@ Y \/@ Y Y Y
Y cosuy senu ' senuy' cosu

e e
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=0.

g =(N, Xu)

— < (gb’\j(g@t’ ¢/\S/%lu, \7%) , (¢ cosu, " sen u,1/1”)>
P cosu " sentu QY

-6 Vo Va

" (cos® u+sen?u) @'Y

a VG VG

_ ' - 90’1#”'

VG

(v) Curvatura Gaussiana

eg — f?
Kl =g

ey (YY) (0)?
VG VG
()2 G
—p! (" — ')
_ G
(p)?-G
_Sowl(@//w/ . g0/w//> ' 1
G (p)?- G
__SO¢I(SOH¢/ . (;0,¢N>
(9?2
_¢/(¢//¢/ . 90/1/}”)
p- G?
:_g0//<w/)2 + gOlwlwu'
e ()2 + (¥)2)°

2.19 TORO

Exemplo 2.19.1. Vamos calcular a curvatura Gaussiana da superficie obtida pela
rotac&o da circunferéncia c(v) = (a + rcosv,0,rsenv),0 < v < 2w em torno do eixo Oz
contida no plano xz. Esta superficie de revolugdo, chamada toro (Figura 23), é coberta
pela parametrizagdo X : U C R? — R3 definida por (CARMO, 2012)

X(u,v) = ((a+rcosv)cosu, (a +rcosv)senu, rsenv),

onde U = {(u,v) e R%0<u<2r e <v < 27).

Como o toro é uma superficie de revoluggdo, usaremos a expressao da curvatura
Gaussiana do Exemplo 2.18.1 para calcular sua curvatura.
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Figura 23 — Toro

z

Fonte: Autor.
(i) Identificara y e 1)

o(v) =a+rcosv,

P(v) = rsenw.

(ii) Derivadas de 12 e 22 Ordem das Fungées ¢ e

¢'(v) = —rsenw,

¢"(v) = —rcosv.

' (v) = rcoswv,

YP"(v) = —rsenv.

(iii) Curvatura Gaussiana

K(u’ U) :_gpll(wl)z + Splwllgu
p (@) + (¥)?)
—(=rcosv)(rcosv)? + (—rsenv)rcosv(—rsenv)
(a +7cosv) ((—rsenv)? 4 (rcosv)?)”

r3 cos® v + r3 cosvsen? v

(a +7cosv) (r2sen?v + r2 cos? v)?
B r3 cos v(cos? v + sen? v)
(a + 7 cosv) (r2(sen? v + cos? v))?

r3 cosv

(a+ rcosv)rt
CoS v

r(a+rcosv)
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2.20 CATENOIDE

Exemplo 2.20.1. Vamos calcular a curvatura Gaussiana da superficie obtida pela
rotacdo da curva catendria o(v) = (acoshv,0,av),v € R em torno do eixo Oz contida
no plano xz. Esta superficie de revolugdo, chamada catenoide (Figura 24), € coberta
pela parametrizagdo X : U C R? — R3 definida por (CARMO, 2012)

X (u,v) = (acoshvcosu,acoshvsenu,av),
onde U = {(u,v) € R*0 < u <21 ev € R}

Figura 24 — Catendide

Fonte: Autor.

Como o catendide é uma superficie de revolucao, usaremos a expressao da
curvatura Gaussiana do Exemplo 2.18.1 para calcular sua curvatura.

(i) Identificara v e 1)

(ii) Derivadas de 12 e 22 Ordem das Funcgbdes p e v

¢'(v) = asenhwv,

¢"(v) = acoshw.

¢/(U) = a,
() =0
(iii) Curvatura Gaussiana
:_SO/I(w/)Z _'_ @lw/¢//

K(u,v)

(92 + (1))
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—(acoshv)(a)? 4+ (asenhv)(a) -0
acoshv ((asenhv)? 4 (a)2)”
—a? cosh v

2
a coshv (a2 senh?v + a2)

—a?

(a2(senh2 v+ 1))2
—a?
<a2 cosh? v) ?

—a?

a* cosh* v
1

a2 cosh* v

2.21 PSEUDO-ESFERA

Exemplo 2.21.1. Vamos calcular a curvatura Gaussiana da superficie obtida pela
rotagdo da curva tractriz o(v) = (asenv,0,acosv + alntan %), 0 < v < mem torno do
eixo Oz contida no plano xz. Esta superficie de revolucdo, chamada pseudo-esfera
(Figura 25), é coberta pela parametrizacdo X : U C R? — R? definida por (CARMO,
2012)

v
X(u,v) = <asenvcosu,asenvsenu,acosv—I—alntan2) ,

ondeU = {(u,v) e R} 0<u<2rel<v <7}

Figura 25 — Pseudo-esfera

Fonte: Autor.

Como a pseudo-esfera é uma superficie de revolucdo, usaremos a expressao
da curvatura Gaussiana do Exemplo 2.18.1 para calcular sua curvatura.
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(i) Identificara y e

p(v) = asenwv,

Y(v) = acosv + alntan g
(ii) Derivadas de 12 e 22 Ordem das Fungées ¢ e

¢'(v) = acoswv,

¢"(v) = —asenv.
Y'(v) = —asenv + acosecv,
V" (v) = —acosv — acosec v cotg v.

(iii) Curvatura Gaussiana
_(p//(wl>2 _i_(plw/w//
P ()2 + (¥1)2)°

—(—asenv)(—asenv + a cosecv)?

K(u,v) =

asenv ((acosv)? + (—asenw + acosecv)?)?
(acosv)(—asenv + acosecv)(—acosv — a cosec v cotgv)

asenv ((acosv)? + (—asen v 4 a cosec v)?)”
asenv(a®sen? v — 2a*sen v cosec v + a® cosec? v)

- 2
asenv (a? cos? v 4 a? sen? v — 2a? sen v cosec v + a? cosec? v)
(—a® cosvsen v + a? cos v cosec v)(—a cos v — a cosec v cotg v)

2
asenv (a? cos? v + a? sen? v — 2a? sen v cosec v + a? cosec? v)

a®sen® v — 2a3 sen v 4 a® sen v cosec? v

~asenv (a2(cos? v + sen? v) — 2a2 4 a2 cosec? v)?

a® cos? vsen v + a® cos v sen v cosec v cotg v

asen v (a2(cos? v 4 sen? v) — 2a2 + a2 cosec? v)”

—CL3 COS2 V COSeC v — CL3 COS v COSGC2 (% COtg (%

_l’_
asenv (a2(cos? v 4 sen?v) — 2a2 + a2 cosec? v)’

a’sen®v — 2a3 senv + a? cosec v + a® cos? vsen v + a® cos v cotg v

2
asenv (a? — 2a® + a? cosec? v)
3

3

—a 0082 vV Ccosecv — a” Cosv COSQC2 (% COtg (%

)
asenv (a?> — 2a? + a? cosec? v)

a®sen® v + a® cos®? vsen v — 2a3 sen v + a3 cosecv — a

3 cos? v cosec v

2
asenv (—a? + a? cosec? v)

a® cos v cotg v — a® cos v cosec? v cotg v

2
asenv (—a? + a? cosec? v)

a®sen v(sen? v + cos? v) — 2a® sen v + a® cosec v(1 — cos® v)

asenv (a2(—1 + cosec? v))?

—a? cos v cotgv(—1 + cosec? v)

asenv (a2(—1 4 cosec? v))?
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3

a®senv — 2a3 senv + a3 cosecvsen?v — a?

cos v cotg v cotg? v

asenwv (a? cotg?v))”
3

3

—a3senv + a’senv — a® cosv cotg® v

asenva? cotgt v
—a? cos v cotg® v

a®sen v cotgt v

1 cosv 1
@ senv cotg v
1
- E.COtgv ‘ cotgv
1
a2

2.22 CHAPEU DE SCHERLOCK

Exemplo 2.22.1. Vamos calcular a curvatura Gaussiana dos pontos da superficie obtida
pela rotagao da curva a(u) = (0,u,u?®),—1 < v < 1 em torno da reta = = 1 contida no
plano yz. Esta superficie, chamada chapéu de Scherlock (Figura 26), € coberta pela
parametrizagdo X : U C R?* — R3 definida por (TENENBLAT, 2008)

X(u,v) = ((1 —u*)cosv,u, (1 —u*)senv + 1),

ondeU = {(u,v) eR%; -1 <u<1lel<wv<2r}.

Figura 26 — Chapéu de Scherlock

Fonte: Autor.

(i) Derivadas Parciais

Xu
Xy

(—3u? cosv, 1, —3u’senv),

(—(1 —u?)senw,0, (1 — u®) cosv),
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Xuu = (—6ucosv,0, —6usenv),
X = (3usenw, 0, —3u? cosv),
XU'U

(—(1 —u?*)cosw,0,—(1 —u*)senv),

(ii) Coeficientes da Primeira Forma Fundamental

B =(X., X.) = | X.?

=|(—3u®cosv, 1, —3u’® sen v)|?
=(—3u*cosv)? + (1)® + (—3u*sen v)?
=9u* cos® v + 1 + 9u? sen v
=9u’(cos® v + sen®v) + 1

=9u* + 1.

F :<XU7XU>
=(—3u*cosv, 1, —3u’senv), (—(1 — u*)senv, 0, (1 — u*) cosv)

=3u? cosv(1 — u*) senv — 3u*senv(1 — u*) cos v)

(—(1 —u?)senv,0, (1 — u®) cosv)|?
(—(1 —u*)senv)® + ((1 — u?) cosv)?
—u?)?sen’v + (1 — v?)? cos®v

1
1 —u*)?(sen® v + cos? v)
1

(iii) Aplicagdo Normal de Gauss

Xu N X,
N =
(w,v) X0 A X,
Calculemos primeiramente X, A X,.
i J k
XuNX,=| —3u’coswv 1 —3u’senw

—(1—w*)senv 0 (1—u?)cosv
(1~

+ (= (= (1 — ) senv))E
(1w

-

) cos v)i — (—3u? cos® v(1 — u®) — 3u?sen? v(1 — u?))j

—

) cosv)i — (—3u*(1 — u®)(cos? v 4 sen®v)j + ((1 — u®) senw))k
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(1 —u?) cosv)i + (3u>(1 — u?))j + (1 — u®) senv))k

(1 — u?) cosv,3u®(1 —u?), (1 — u*) senv)).

Agora calculemos | X, A X,|. Como

X, A X,| = VEG — F?

e
EG — F? =(9u* +1) - (1 —u*)? +0?
=(9u* +1)- (1 —u?)?
=EG.
Entdo

X0 A X, =/(9ut +1) - (1 — u?)?
=(1 - u*)WVE,
pois —1 < u < 1 o que implical — u? > 0.

Assim,

N(u U):<(1—u3>COS’U 3u2(1_u3> (1—u3)senv>
’ (1_u3)\/E7(1_u3)\/E7 (1—u3)\/E
cosv 3u® senv

(one e )

(iv) Coeficientes da Segunda Forma Fundamental

e =(N, Xuu)
:<<COSU il senv) (—6ucosv,0 —6usenv)>
VE'VE' VE ' o
6ucos’v  Gusen?wv
VE  VE
6u(cos® v + sen? v)

VE

6u
VE

f :<N7 Xuv>

3 2
= <<C\(;SEU, \/UE’ S%) , (3u?sen v, 0, —3u? cosv)>
_Bu®cosvsenv  3u’senvcosv

- VE  VE
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=0.
g =(N, Xp)
= <<C\(}S’Ev7 i)/ig, S%) (—(1 —wu?)cosw, 0, —(1 — u?) senv)>
(1 =v’)cos’v (1 —wu’)sen’v
- VE VE
3
= (1\;5 )(0052 v + sen? v)
(=)
= N
(v) Curvatura Gaussiana
g2
<_ 6u> (_(1—u3)> 2
_\ VE VE
B EG
6u(l — u?)
_ E
- EG
CGu(l—w?) 1
- E  EG
 Gu(l —u?)
e
B 6u(l — u?®)
C(9ut 4+ 1)2(1 — ud)?
6u

(9u* +1)2(1 —u?)
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2.23 TABELA DAS SUPERFICIES REGULARES CLASSICAS E SUAS CURVATURAS

GAUSSIANAS
Tabela 1 — Curvaturas Gaussianas
Superficie Curvatura Gaussiana
Plano K=0
Cilindro Eliptico K=0
Cilindro Circular K=0
Cilindro Parabdlico K=0
Cil. Hiper. de Duas Folhas K=0
Cone Eliptico K=0
Cone Circular K=0
L B (abc)?
Elipsoide K= [(besen v cosu)? + (acsenvsenu)? + (abcosv)?]?
1
Esfera K=—
,
Hiperboldide Eliptico o (abc)?
de Uma Folha ~ [(bccoshucosv)? + (accoshusenv)? + (ab senhu)?]?
Hiperboldide Eliptico B (abc)?
de Duas Folha ~ [(besenh u cos v)? + (acsenh usen v)2 + (ab cosh u)?2]2
2
a
. K=—— "
Helicbide (0t )
4
, . K=—— -
Superficie de Enneper I+ @+ 02
houhws — h2
- K — uu' Vv uv
Superficie de Monge (2 + 12+ 1)
o 4
Paraboldide Elipti B a4\’
araboloide Eliptico “%2<;i+';+1>
4
Paraboldide Hiperbdlico K= - 5
42 4o?
(Sela) a2b2 F + bT + 1
36(u? + v?)
Sela de Macaco K:__GM4+1&HW%4%4+1P
. ~ _Spll(w/)Q + SO'WW
Superficie de Revolugao =
()2 + (¥)2)°

Continua...
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Superficie Curvatura Gaussiana
COS vV
K=——"
Toro r(a + 7 cosv)
. 1
Catenodide K =
a? cosh™ v
1
Pseudo-esfera K=-—
a
6u

Chapéu de Scherlock

Fonte: Autor
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3 SUPERFICIES REGULARES CLASSICAS: ESTUDO DA CURVATURA GAUSSI-
ANA

No Capitulo 2 foram obtidas expressoes gerais para a curvatura Gaussiana de
algumas superficies regulares classicas. Neste capitulo, por meio dessas expressoes,
faremos um estudo do comportamento da curvatura Gaussiana destas superficies com
0 objetivo de obter informacdes mais detalhadas a respeito da curvatura Gaussiana
em alguns pontos ou regides destas superficies. Serdo analisados os pontos onde
a curvatura Gaussiana se anula, os pontos onde ela é positiva ou negativa e os
pontos de maximo e minimo da curvatura Gaussiana. Estas andlises serao feitas
algebricamente utilizando-se as ferramentas do célculo (ver Anexo A) e graficamente
através do software GeoGebra.

3.1 SUPERFICIES REGULARES CLASSICAS COM CURVATURA GAUSSIANA
NULA

Exemplo 3.1.1. Pelos Exemplos 2.1.1, 2.2.1, 2.3.1, 2.4.1, 2.5.1, 2.6.1 e 2.7.1 ve-
rificamos, respectivamente, que o plano, o cilindro eliptico, cilindro circular, cilindro
parabdlico, cilindro hiperbdlico de duas folhas, o cone eliptico e o cone circular possuem
curvatura Gaussiana nula em todos os seus pontos. Logo, a representacao grafica da
curvatura Gaussiana destas superficies é um plano paralelo ao plano xy e que passa
por z =0 (Figura 27).

Figura 27 — Grafico da Curvatura Gaussiana Nula

Fonte: Autor.
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3.2 SUPERFICIES REGULARES CLASSICAS COM CURVATURA GAUSSIANA
CONSTANTE NAO NULA

3.2.1 Esfera

Exemplo 3.2.1. No exemplo 2.9.1 verificamos que a curvatura Gaussiana da esfera de

raio r é dada por
1

o
712

K(u,v) =

isto é, a curvatura Gaussiana é constante e positiva em todos os pontos da esfera.
Assim, a representagéo grafica da curvatura Gaussiana da esfera é um plano paralelo
. 1, . .
ao plano xy e que corta o eixo Oz em z = — (Figura 28), onde r € o raio da esfera.
T

Figura 28 — Grafico da Curvatura Gaussiana da Esfera

z

Fonte: Autor.

3.2.2 Pseudo-esfera

Exemplo 3.2.2. No exemplo 2.21.1 verificamos que a curvatura Gaussiana da pseudo-

esfera é dada por
1

"9
a2

K(u,v) = —

isto é, a curvatura Gaussiana é constante e negativa em todos os pontos da pseudo-
esfera. Assim, a representacao grafica da curvatura Gaussiana da pseudo-esfera é um

. 1 .
plano paralelo ao plano xy e que corta o eixo Oz em z = = (Figura 29).

Figura 29 — Grafico da Curvatura Gaussiana da Pseudo-esfera

Fonte: Autor.

Observacao 3.2.1. Note que as curvaturas Gaussiana da esfera e da pseudo-esfera
se aproximam de zero na medida que r e a, respectivamente, crescem infinitamente.
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3.3 SUPERFICIES REGULARES CLASSICAS COM CURVATURA GAUSSIANA VA-
RIAVEL

3.3.1 Helicoide

Exemplo 3.3.1. Do Exemplo 2.12.1 temos que a fung&o curvatura Gaussiana K do
helicéide é a funcdo K : U c R? — R definida por

a?

(v2 4+ a?)?’
onde U = {(u,v) € R%0 < u < 2r e v € R} e cujo gréfico de K é representado na
Figura 30.

K(u,v) = —

Figura 30 — Grafico da Curvatura Gaussiana do Helicoide

Fonte: Autor.

Primeiramente, como (v)* = (—v)?, temos que a curvatura Gaussiana nos pontos
(u,v) e (u,—v) sdo iguais, isto é,

a? a?

K - = — K(u,—v).
(W) =~y =~ oy ey - By
Logo, a curvatura Gaussiana dos pontos do helicoide é simétrica em relagao ao plano

Tz.

Além disso, a auséncia da variavel v na equacdo K do helicoide produz um
comportamento cilindrico no grafico de K, isto é, a curva

CL2
OC(U) = <0,U, _(’U2—|—aQ)2> , UE R,

€ a diretriz do grafico de K e o segmento de reta r de comprimento 2r paralelo ao
plano xy e perpendicular a curva « € a geratriz do grafico de K (Figura 31). Isto implica
que o valor de a no ponto v indica o valor de K no ponto (u,v).

Por conta disso, para analisar a curvatura Gaussiana do helicoide usaremos a

intersegdo do grafico de K com o plano yz (Figura 32) de equagéo

a2
k(v) = —m, NS R.
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Figura 31 — Diretriz e Geratriz do Grafico da Curvatura Gaussiana do Helicoide

|

Fonte: Autor.

Figura 32 — Intersecao do Grafico da Curvatura Gaussiana do Helicdéide com o Plano
Yz

Fonte: Autor.

(i) Analise dos pontos onde a curvatura Gaussiana se anula

Veja que, para todo v € R, com a € R*, temos que

a2

k(v) = — 5 # 0.

(v? 4 a?)
Logo, a curvatura Gaussiana K do helicoide nunca se anula.

Além disso, note que parav € R temos que

I o

m ————-—=
oo (V2 4 a?)?

Y

ou seja, a curvatura Gaussiana do helicoide se aproxima de zero na medida que
v cresce ou decresce infinitamente.

(ii) Analise dos pontos onde a curvatura Gaussiana € positiva ou negativa

Veja que, para todo v € R, com a € R*, temos que

(12

k(v) = NCEYOE < 0.

Logo, a curvatura Gaussiana K do helicdide é sempre negativa.
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(iii) Analise dos pontos de maximo e minimo da curvatura Gaussiana

Para fazer esta analise primeiramente devemos encontrar os candidatos a maximo
e minimo local, que s&o os pontos criticos da curva k. Para isto, faremos o teste
da primeira derivada.

—a?-2(v? 4 a?) - 2v
(02 + a2)2]?
da*v(v® +a?)
T
4a’v

K (v) =—

Fazendo k'(v) = 0, temos

4a®v

_ 2, _ _
m—OjﬁlaU—Oj’U—o.

Logo, o ponto v = 0 € o unico ponto critico, e, portanto, o unico candidato a
maximo e minimo local.

Para concluir se v = 0 € ponto de maximo ou minimo local faremos o teste da
segunda derivada.

4a? - (v? + a?)® — 4a’v - 3(v? +a?)? - 2v
[(v2 + a2)]2
4a?(v? + a?)? — 24a*v? (v? + a?)?
B (v2 + a?)¢
(v + a?)?(4a?(v? + a?) — 24a*v?)
(02 + a2)b
4a*(v? 4 a?) — 24a*0?
(v? 4 a?)*
_4a21)2 + da* — 24av?
B (v2 4+ a?)?
4a* — 20a*v?
(v? 4 a?)*

k//(v) —

Substituindo v = 0 em k", temos

p(0)  da = 200207 _dat 4
((0)2 +(l2)4 CLS a4'

Como a* > 0, para todo a € R*, entdo

4
K'(0)=— >0,

at

para todo a € R*. Portanto, v = 0 € um ponto de minimo local.
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Agora, vamos verificar se os pontos (u,v) com v = 0 sdo pontos de minimo
globais. Para que (u,v) com v = 0 sejam pontos de minimo globais, devemos
verificar que para todo v € R, com a € R*,

k(v) > k(0),
onde )
k(v) = - (v? i a?)?
e
k(0) = —alz.

Notemos que para todov € R e a € R*, temos
v2+a? > a?

N (12 + a2)? > (a?)?

- —(112 + a2)2 < —(a2)2
I S
(UQ+CL2>2 - (CL2)2
a? a?
TR (@
I
(U2 +a2)2 - CL2
= k(v) > k(0).

Portanto, os pontos (u,v) com v = 0 sdo minimo globais, ou seja, em todos
0s pontos (u,v) com v = 0 do helicdide a curvatura Gaussiana sera minima.
Estes pontos estao representados no grafico de K pelo segmento de retat de
comprimento 27 (Figura 33), tal que

1
t(u) = <u,0,—a2) , 0<u<2m.

Figura 33 — Pontos de Minimo no Grafico da Curvatura Gaussiana do Helicoide

Fonte: Autor.

Estes mesmos pontos,(u,v) = (u,0), estdo representados no gréfico do helicéide
pelo segmento de reta c de comprimento 2ar (Figura 34), tal que

c(u) =(0,0,au), 0<u<2m.
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Figura 34 — Grafico dos Pontos do Helicbide onde a Curvatura Gaussiana é Minima

Fonte: Autor.

3.3.2 Catenodide

Exemplo 3.3.2. Do Exemplo 2.20.1 temos que a fungdo curvatura Gaussiana K do
catendide é a funcdo K : U C R?* — R, definida por
1
K -
(u,0) a2 cosh* v’
onde U = {(u,v) € R%0 < u < 27 ev € R} e cujo gréfico de K é representado na
Figura 35.

Figura 35 — Grafico da Curvatura Gaussiana do Catendide

A

F4

Fonte: Autor.

Primeiramente, como cosh (v) = cosh (—v), temos que a curvatura Gaussiana
nos pontos (u,v) e (u, —v) s&o iguais, isto é,
1 1
Kuv) =—-———F=——F—"73—=K(u,—v).
(v, ) a2 cosh v a2 cosh* (—v) (1, ~v)
Logo, a curvatura Gaussiana dos pontos do catendide é simétrica em relagdo ao plano
xz. Este fato pode ser observado na Figura 35.

Além disso, a auséncia da variavel v na equacdo K do catendide produz um
comportamento cilindrico no grafico de K, isto é, a curva

a(v) = (0,1}, — !

_ veR
a2cosh4v> ’ ’
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é a diretriz do grafico de K e o segmento de reta r de comprimento 2 paralelo ao
plano xy e perpendicular a curva o € a geratriz do grafico de K (Figura 36). Isto implica
que o valor de a no ponto v indica o valor de K no ponto (u,v).

Figura 36 — Diretriz e Geratriz do Grafico da Curvatura Gaussiana do Catendide

Fonte: Autor.

Por conta disso, para analisar a curvatura Gaussiana do catenoide usaremos a
intersegdo do grafico de K com o plano yz de equagao

1

k(v) = ———M
(v) a2 cosh* v’

v € R.

(i) Analise dos pontos onde a curvatura Gaussiana se anula

Veja que para todo v € R, com a € R*, temos que
1
-
a? cosh™ v
Logo, a curvatura Gaussiana K do catendide nunca se anula.

k(v) = # 0.

Além disso, note que parav € R temos que
1
lim —————— =0,
lv|=o0  a?cosh™ v
ou seja, a curvatura Gaussiana dos pontos do catendide se aproxima de zero na

medida que v cresce ou decresce infinitamente.

(ii) Analise dos pontos onde a curvatura Gaussiana é positiva ou negativa

Veja que para todo v € R, com a € R*, temos que

k(v) = < 0.

a2 cosh® v
Logo, a curvatura Gaussiana K do catendide é sempre negativa.

(iii) Analise dos pontos de maximo e minimo da curvatura Gaussiana

Para fazer esta analise primeiramente devemos encontrar os candidatos a maximo
e minimo local, que s&o os pontos criticos da curva k. Para isto, faremos o teste
da primeira derivada.

—1-a24cosh®v - senhv

(a2 cosh® v)2

K (v) =—
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4a? cosh® v senh v

a* cosh® v
B 4 senh v
~a2cosh’® v’
Fazendo k'(v) = 0, temos

4senh v

————— =0=4senhv=0= senhv=0=v=0.
a? cosh’ v

Logo, o ponto v = 0 € o unico ponto critico, e, portanto, o unico candidato a

maximo e minimo local.

Para concluir se v = 0 € ponto de maximo ou minimo local faremos o teste da

segunda derivada.

4 coshv - a? cosh® v — 4senh v - a25 cosh? v - senh v
(a2 cosh® v)2

2 4
4a? cosh® v — 20a? senh? v cosh* v

k// (U)

atcosh' v
_a?cosh® v(4 cosh® v — 20 senh? v)

at cosh'® v
4 cosh? v — 20 senh? v

a2 cosh® v

Substituindo v = 0 em k", temos

K(0) :4cosh2 0 — 20 senh? 0 _ 4
a2 cosh® 0 a?’

Como a? > 0, para todo a € R*, entao

4
k'”(O) — ? > 0
para todo a € R*. Portanto, v = 0 € um ponto de minimo local.

Agora, vamos verificar se v = 0 € um ponto de minimo global. Para que v = 0 segja
um ponto de minimo global, devemos verificar que para todo v € R, com a € R*,

k(v) > k(0),
onde .
b0) = = oy
© 1
k(0) = 5

Como coshwv > 1 para todo v € R. Assim, para a € R* temos que

a? cosh*v > a?



Capitulo 3. SUPERFICIES REGULARES CLASSICAS: ESTUDO DA CURVATURA GAUSSIANA 97

1 1
a2 cosh*v ~ a?

1 S 1
a2cosh*v = a2

= k) > k).

Portanto, o ponto v = 0 € minimo global, ou seja, em todos os pontos (u,v) = (u,0)
do helicéide a curvatura Gaussiana sera minima. Estes pontos estao representa-
dos no grafico de K pelo segmento de retat de comprimento 2x (Figura 37), tal
que
t(u) = (u,O,—%) . 0<wu<2m.
a

Figura 37 — Pontos de Minimo no Grafico da Curvatura Gaussiana do Catendide

t

Fonte: Autor.

Estes mesmos pontos,(u,v) = (u,0), estdo representados no grafico do catendide
pela circunferéncia c na Figura 38, tal que

c(u) = (acosu,asenu,0), 0<u<2m.

Figura 38 — Grafico dos Pontos do Catendide onde a Curvatura Gaussiana € Minima

Fonte: Autor.
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3.3.3 Toro

Exemplo 3.3.3. Do Exemplo 2.19.1 temos que a fungdo curvatura K do toro € a fungédo
K : U c R? — R definida por

Cosv
K - @ @@
(u,v) r(a+rcosv)’

onde U = {(u,v) e R%0 < u <27 €0 < v < 27w} e cujo gréfico de K é representado
na Figura 39.

Figura 39 — Grafico da Curvatura Gaussiana do Toro

Fonte: Autor.

Observacao 3.3.1. A parametrizagdo X do Exemplo 2.19.1 cobre o toro, exceto por
um meridiano e um paralelo, isto &, ndo cobre os pontos (0,v) com 0 < v < 27 €
(u,0) com0 < u < 2w. No entanto, para cobrir estes pontos do toro, basta tomar como
dominio uma outra vizinhanga coordenada, por exemplo, U = {(u,v) € R*; 7w < u < 37
er < v < 3r}. Assim, para a analise da curvatura Gaussiana do toro, consideraremos
v =0 ewv = 2x pertencentes ao dominio de K.

Primeiramente, como cosv = cos (27 — v), 0 < v < 27, temos que a curvatura
Gaussiana nos pontos (u,v) e (u,2m — v) S&o iguais, isto €,
COS U cos (2m — v)

K(u,v) = r(a+rcosv) - r(a+rcos(2m —v)) = K(u,2m —v).

Logo, a curvatura Gaussiana dos pontos do toro é simétrica em relagcdo ao plano y = .

Além disso, a auséncia da variavel u na equacao K do toro produz um compor-
tamento cilindrico no grafico de K, isto é, a curva

alv) = <O,U,COSU>, 0<wv<2m,
r(a+1rcosv)

é a diretriz do grafico de K e o segmento de reta r paralelo ao plano xy e perpendicular
acurva a € a geratriz do grafico de K (Figura 40). Isto implica que o valor de o no
ponto v indica o valor de K no ponto (u,v).
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Figura 40 — Diretriz e Geratriz do Grafico da Curvatura Gaussiana do Toro

Fonte: Autor.

Por conta disso, para analisar a curvatura Gaussiana do toro usaremos a inter-
secdo do grafico de K com o plano yz (Figura 41) de equagéo

k’(?}) _ COS v

P 0<w<om
r(a+rcosv)

Figura 41 — Intersecao do Grafico da Curvatura Gaussiana do Toro com o Plano yz

K

48 5 52 54 56 58 6 62 64

Fonte: Autor.

(i) Analise dos pontos onde a curvatura Gaussiana se anula

Temos
3
k(v):0:>$:0:>cosv:0:>vzﬁ ev=""
r(a 4+ rcoswv) 2 2

. s 3
Logo, a curvatura Gaussiana do toro se anula nos pontos ondev = — e v = —

2 J
L 3 ~
isto é, em todos os pontos (u,v) = (u, ™) e (u,v) = <u, ;) Estes pontos estéo
representados no grafico de K pelos segmentos de retar, e ro (Figura 42), onde

ri(u) = (u,;,O) , 0 <wu<2m,

ro(u) = (u,327T,0) , 0<u<2m.
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Figura 42 — Pontos do Gréfico da Curvatura Gaussiana do Toro onde K é Nula

Fonte: Autor.

3 ~
Estes mesmos pontos, (u,v) = (u, g) e (u,v) = (u, ;) estao representados
no grafico do toro pelas curvas n, e ny (Figura 43) dadas por

ni(u) = (acosu,asenu,r), 0<u < 2m,

na(u) = (acosu,asenu, —r), 0 <wu < 2.
Figura 43 — Grafico dos Pontos do Toro onde a Curvatura Gaussiana é Nula

K=0

n2

Fonte: Autor.

(ii) Analise dos pontos onde a curvatura Gaussiana é positiva ou negativa

Na parametrizagdo X do toro temos que r,a € R*, comr > 0 e a > r. Como
—1<cosv <1, entdoa > r-cosv. Assim, a expressdo do denominador de k dada
por

r(a+1rcosv)

é positiva para todo v € R, ou seja, o sinal de k depende apenas do sinal do
numerador cos v.

; T 3T -
Dai, como cosv < 0 para 5 <v< > entao nestes pontos

k(v) <0,



Capitulo 3. SUPERFICIES REGULARES CLASSICAS: ESTUDO DA CURVATURA GAUSSIANA 101

isto é, a curvatura Gaussiana K do toro é negativa nos pontos (u,v) tal que

3 - L .
g <v< ; Estes pontos estao representados no grafico de K pela regiao s,
(Figura 44), onde

COS v T 3T
, O<u <2, —<v<—.

silv) = r(a+rcosv) 2 2

Figura 44 — Pontos do Gréfico da Curvatura Gaussiana do Toro onde K é Negativa

Fonte: Autor.

3 - -
Estes mesmos pontos, (u,v) tal que g <v< ; estdo representados no grafico
do toro pela regido S, (Figura 45) dada por

Si(u,v) = ((a+rcosv)cosu, (a+rcosv)senu,rsenv), 0<u <2, g <v< ;

Figura 45 — Grafico dos Pontos do Toro onde a Curvatura Gaussiana é Negativa

Fonte: Autor.

3 ~
Analogamente, como cosv > 0 para0 < v < g ou g < v < 2w, entdo nestes
pontos
k(v) >0,
isto é, a curvatura Gaussiana K do toro € positiva nos pontos (u,v) tal que

3 - -
0<wv< g ou g < v < 2w. Estes pontos estdo representados no grafico de K
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pelas regides s, e s3 (Figura 46), onde

cosv T
So(u,v) = ————, O<u<22r, O0<v< =,
2(w,v) r(a 4+ rcoswv) m 2

3
83(u,v):$, 0<u<2m, T << om
r(a 4+ rcoswv) 2

Figura 46 — Pontos do Gréfico da Curvatura Gaussiana do Toro onde K é Positiva

Fonte: Autor.

3 ~
Estes mesmos pontos, (u,v) tal que 0 < v < g oul <y< 27, estdo represen-
tados no grafico do toro pela regido S, (Figura 47) dada por

So(u,v) = ((a+ rcoswv) cosu, (a+ rcosv)senu, rsenv),

3
onde0<u<27re0<v<gou§<v<2w.
Figura 47 — Gréfico dos Pontos do Toro onde a Curvatura Gaussiana é Positiva

K>0 Tz

Fonte: Autor.

(iii) Analise dos pontos de maximo e minimo da curvatura Gaussiana

Para fazer esta analise primeiramente devemos encontrar os candidatos a maximo
e minimo local, que s&o os pontos criticos da curva k. Para isto, faremos o teste
da primeira derivada.

—senv - (ra + r?cosv) — cosv - r*(—senv)

K (v) =

(ra+r?cosv)?
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—Tasenv—T2senvcosv+r25envcosw

(ra+ r?coswv)?
—rasenv

(ra+r?coswv)?
rasenv

(r(a+ rcoswv))?
asenv

r(a+rcosv)?’

Fazendo k'(v) = 0, temos
asenv

——220:—asenv:():senv:():v:o,v:%r e v=m.
r(a 4+ rcoswv)

Logo, os pontos v = 0, v = m e v = 2w S0 0S Unicos pontos criticos de k, e,
portanto, 0s tnicos candidatos a maximos e minimos locais.

Para concluir se v = 0, v = 7 € v = 2w $40 pontos de maximos ou minimos locais
faremos o teste da segunda derivada.

acosv(r(a+rcosv)?) —asenv - r-2(a+ rcosv)r(—senv)
(r(a+rcosv)?)?

—ar cosv(a + rcosv)? — 2ar? sen® v(a + r cosv)

k”('U) —

r2(a + rcosv)t

_r(a+rcosv)(—acosv(a+ rcosv) — 2arsen®v)

r2(a + rcosv)?

—acosv(a + rcosv) — 2ar sen? v

r(a+rcosv)3

acosv(a + rcosv) + 2ar sen? v

r(a + rcosv)3

Substituindo v = 0 em k", temos

" acos0(a + rcos0) + 2ar sen’ 0 ala+1) a
E'(0) = — = — =— :
r(a+ rcos0)3 r(a+r)3 r(a+r)?
Comor,a € R*, entgo
(0) = ———— <.
(0) r(a+1)?

Portanto, v = 0 € um ponto de maximo local. Como cos 0 = cos 27, entdo v = 27 é
também um ponto de maximo local.

Agora, vamos verificar se v = 0 e v = 2w sS40 pontos de maximo global. Neste
caso verificaremos parav = 0 e a conclusgo sera a mesma parav = 2w. Para
que v = 0 seja um ponto de maximo global, devemos verificar que para todo
v € [0,27], comr,a € RY,

k(0) = k(v),

onde
]C(U) _ COS v

r(a+ rcosv)
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1
ra+r?

k(0) =

s 3m ,
Temos que paratodo 0 < v < 5 ou - < v < 2w, cosv > 0. Assim, parar,a € R,
temos

cosv - ra < ra,

= cosv-ra+ r’cosv < ra + r?cosv

= cosv(ra+r?) <ra+r’cosv
1 1
= 2
cosv(ra+12?) — ra+r?cosv
cos v COS v
= 2
cosv(ra+12) ~ ra+r?cosv
1 COS U
= Z
ra+r?2 ~ r(a+rcosv)
= k(0) > k(v).

Logo os pontos v = 0 e v = 2w S0 pontos de maximo global.

Portanto, a curvatura Gaussiana K do toro é maxima nos pontos (u,v) = (u,0)
e (u,v) = (u,2m). Estes pontos estdo representados no grafico de K pelos
segmentos de retars e r, (Figura 48), tais que

1
= _ 2
r3(u) <u,0, r(a+r)> , 0<u<2m,

Fonte: Autor.

Estes mesmos pontos,(u,v) = (u,0) e (u,v) = (u,2w), estdo representados no
grafico do toro pela curva M (Figura 49) dada por

M(u) =((a+r)cosu, (a +r)senw,0), 0<u <2,
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uma vez que na parametrizagdo do toro os pontosv = 0 e v = 27 S40 coincidentes,
ou seja, no toro os pontos (u,v) = (u,0) e (u,v) = (u, 2mw) S§o0 coincidentes.

Figura 49 — Gréfico dos Pontos do Toro onde a Curvatura Gaussiana € Maxima

z

Fonte: Autor.

Por outro lado, substituindo v = = em k", temos

K () = _acosw(a+rcos7r)+2arsen27r _ _—ala—r) _ a
r(a+ rcosm)? r(a—r)3  r(a—r)?

Comor,a € R, entdo
a

K'(m) = —— > 0.
() r(a—r)?
Portanto, v = © € um ponto de minimo local.

Agora, vamos verificar se v = w é um ponto de minimo global. Para que v = «
seja um ponto de minimo global, devemos verificar que para todo v € [0, 2x], com

r,a € RY,
k(m) < k(v),
onde
COS v
K)= —
(v) r(a + rcosv)
e

1
K(n)=——.
() ra — r?
T 3m .
Temos que para todo 5 <U < 7 CosU < 0. Assim, parar,a € R* , temos

—r2 < r?cosv

= ar —r? < ar+r?cosv

4

cosv(ar —r?) < ar +r*cosv
1 1

cosv(ar —r?) — ar +r?cosv
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N CoS v Cos v
cosv(ar —r?) ~ r(a+rcosv)
1 cosv
= <
ar — 12 = r(a+ rcosv)
1 CoSv
= <
ar —r? = r(a+rcosv)
= k(m) < k(v).

Logo o ponto v = € um ponto de minimo global.

Portanto, a curvatura Gaussiana K do toro é minima nos pontos (u,v) = (u, ).
Estes pontos estao representados no grafico de K pelo segmento de reta rs
(Figura 50), tal que

Fonte: Autor.
Estes mesmos pontos, (u,v) = (u, ), estdo representados no grafico do toro pela
curvam (Figura 51) dada por

m(u) =((a —r)cosu, (a —r)senw,0), 0<u<27.

Figura 51 — Grafico dos Pontos do Toro onde a Curvatura Gaussiana é Minima

‘Z

Fonte: Autor.
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Portanto, em resumo, concluimos que a curvatura Gaussiana do toro é negativa
na regido S, dada por

S1(u,v) = ((a+ rcosv)cosu, (a + rcosv)senu,rsenv), 0<u < 2, g <v< g,
é positiva na regido S, dada por
So(u,v) = ((a 4 rcosv)cosu, (a + rcosv)senu,rsenv), 0<u < 2, —g <v< g,

é nula nas curvas n; € n, dadas por
ni(u) = (acosu,asenu,r), 0<u<2m,

na(u) = (acosu,asenu, —r), 0 <u < 2,

€ maxima global na curva M dada por

M(u) = ((a+r)cosu, (a+7r)senu,0), 0 <u< 2w
e € minima global na curva m dada por

m(u) = ((a —r)cosu, (a —r)senu,0), 0<u<2m,
representadas na Figura 52.

Figura 52 — Analise Grafica da Curvatura Gaussiana do Toro

Fonte: Autor.

3.3.4 Chapéu de Scherlock

Exemplo 3.3.4. Do Exemplo 2.22.1 temos que a fungdo curvatura K do Chapéu de
Scherlock é a fungdo K : U C R? — R definida por

6u
(Qu* +1)2(1 — u3)’

K(u,v) =
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ondeU = {(u,v) e R* -1 <u<1e0<wv <2} e cujo gréfico de K é representado
na Figura 53.

Figura 53 — Grafico da Curvatura Gaussiana do Chapéu de Scherlock

‘ Iy z

Fonte: Autor.

A auséncia da variavel v na equacdo K do chapéu de Scherlock produz um
comportamento cilindrico no grafico de K, isto é, a curva

6u
ol = (“’0’ (Out + 12(1 — )
é a diretriz do grafico de K e o segmento de reta r paralelo ao plano xy e perpendicular

acurva o € a geratriz do grafico de K (Figura 54). Isto implica que o valor de o no
ponto u indica o valor de K no ponto (u,v).

), —l<u<l,

Figura 54 — Grafico da Curvatura Gaussiana do Chapéu de Scherlock

! z

Fonte: Autor.

Por conta disso, para analisar a curvatura Gaussiana do chapéu de Scherlock
usaremos a interse¢ao do grafico de K com o plano xz (Figura 55) de equacao

6u
k) = G e =y

“l<u<l.
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Figura 55 — Intersecao do Grafico da Curvatura Gaussiana do Chapéu de Scherlock
com o Plano zz

u
8 -16 -14 -12 08 -06 -04 -02 0 o2 04 06 08 1 12 14 16 18

Fonte: Autor.

(i) Analise dos pontos onde a curvatura Gaussiana se anula

Temos

6u

Hu) =02 G T e =)

=0=6u=0=u=0.

Logo, a curvatura Gaussiana do chapéu de Scherlock se anula nos pontos onde
u = 0, isto é, em todos os pontos (u,v) = (0,v). Estes pontos estdo representados
no gréfico de K pelo segmento de reta r, (Figura 56), tal que

ri(v) = (0,v,0), 0<v<2m.

Figura 56 — Pontos do Grafico da Curvatura Gaussiana do Chapéu de Scherlock onde
K é Nula

Fonte: Autor.
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Estes mesmos pontos,(u,v) = (0,v), estdo representados no grafico do chapéu
de Scherlock pela curva n (Figura 57) dada por

n(v) = (cosv,0,senv + 1), 0 < v < 27.

Figura 57 — Grafico dos Pontos do Chapéu de Scherlock onde a Curvatura Gaussiana
€ Nula

Fonte: Autor.

(ii) Analise dos pontos onde a curvatura Gaussiana € positiva ou negativa

Como —1 < u < 1 entdo a expressdo do denominador de k dada por
(9u* +1)*(1 — u®)
€ positiva para todo —1 < u < 1, ou seja, o sinal de k depende apenas do sinal

do numerador 6u, mais precisamente do sinal de .

Dai, para —1 < u < 0 temos que
k(u) <0,

isto é, a curvatura Gaussiana K do chapéu de Scherlock é negativa nos pontos
(u,v) tal que —1 < u < 0. Estes pontos estao representados no grafico de K pela
regido s, (Figura 58), tal que

6u

“1<u<0, 0<v<2r.
out + 1)2(1 — )’ esh s UsAr

s1(u,v) = (

Estes mesmos pontos, (u,v) tal que —1 < u < 0, estao representados no grafico
do chapéu de Scherlock pela regido S, (Figura 59) dada por

Si(u,v) = (1 —u*)cosv,u, (1 —u*)senv+1), —1<u<0, 0<v<2m.
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Figura 58 — Pontos do Grafico da Curvatura Gaussiana do Chapéu de Scherlock onde
K é Negativa

Fonte: Autor.

Figura 59 — Grafico dos Pontos do Chapéu de Scherlock onde a Curvatura Gaussiana
€ Negativa

Fonte: Autor.

Analogamente, para 0 < u < 1 temos que
k(u) >0,

isto é, a curvatura Gaussiana K do chapéu de Scherlock é positiva nos pontos
(u,v) tal que 0 < u < 1. Estes pontos estdo representados no grafico de K pela
regiao s, (Figura 60), tal que
6u
s2(u.0) = (9ut 4+ 1)2(1 — ud)’

O<u<l, 0<wv<2m.

Estes mesmos pontos, (u,v) tal que 0 < u < 1, estdo representados no grafico do
chapéu de Scherlock pela regido S, (Figura 61) dada por

So(u,v) = (1 —u?)cosv,u, (1 —u)senv+1), 0<u<1, 0<wv< 2.
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Figura 60 — Pontos do Grafico da Curvatura Gaussiana do Chapéu de Scherlock onde
K é Positiva

Fonte: Autor.

Figura 61 — Grafico dos Pontos do Chapéu de Scherlock onde a Curvatura Gaussiana
€ Positiva

Fonte: Autor.

(iii) Analise dos pontos de maximo e minimo da curvatura Gaussiana

Para fazer esta analise primeiramente devemos encontrar os candidatos a maximo
e minimo local, que s&o os pontos criticos da curva k. Para isto utilizaremos as
ferramentas do calculo através do software GeoGebra. No ambiente do GeoGebra
derivamos a fungdo k e encontraremos as raizes de k' que s&o os pontos criticos
de k como pode ser observado na Figura 62.

Na Figura 62 vemos que os pontos A, B e C' sdo os pontos criticos de k. Como
0s valores das abscissas desses pontos sdo numeros reais ndo inteiros (no
GeoGebra eles foram arredondados para 5 casas decimais), usaremos a notacao
x(P) para representar a abscissa do ponto P.

Para concluir se u = z(A), u = z(B) e u = x(C) sdo pontos de maximos ou mini-
mos locais faremos o teste da segunda derivada. No GeoGebra entao derivamos
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Figura 62 — Grafico dos Pontos Criticos de &

A = (—0.34275,0)
B = (0.37058,0)

C = (0.8684,0)

A B C
-18 -16 -14 -12 Bl 08 -06 -04 -02 0 02 04 0.6 08 1 12 14 1.6 18

Fonte: Autor.

k' e encontramos k”. Em seguida determinamos o valor de k" no ponto x(B) onde
encontramos
K'(x(B)) ~ —43.15177 < 0,

e, portanto, u = x(B) € um ponto de maximo local. E possivel constatar que
u = x(B) ndo é um ponto de maximo global pois

k(x(B)) ~ 1.71215,

k(0.99) ~ 2.1497,
isto &,
k(x(B)) < k(0.99).
Portanto, a curvatura Gaussiana K do chapéu de Scherlock é maxima numa

vizinhanga dos pontos (u,v) = (x(B),v). Estes pontos estdo representados no
grafico de K pelo segmento de reta r, (Figura 63), tal que

m 6(z(B))
m(v)—( B @+ 170 - @@

), 0<v<2m.

Estes mesmos pontos,(u,v) = (x(B),v), estdo representados no grafico do cha-
péu de Scherlock pela curva M (Figura 64) dada por

M(v) = ((1 — (2(B))*) cosv,z(B), (1 — (z(B))*)senv +1),0 < v < 2.
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Figura 63 — Pontos de Maximo no Grafico da Curvatura Gaussiana do Chapéu de
Scherlock

>-<4|

Fonte: Autor.

Figura 64 — Grafico dos Pontos do Chapéu de Scherlock onde a Curvatura Gaussiana
€ Maxima

Fonte: Autor.

Analogamente, no GeoGebra determinamos o valor de k" nos pontos z:(A) e x(C')
onde encontramos
k' (z(A)) ~ 46.33274 > 0,

K (2(C)) ~ 24.1232 > 0,

e, portanto, os pontos u = x(A) e u = z(C) sdo pontos de minimo local. Assim,
a curvatura Gaussiana K do chapéu de Scherlock € minima nos pontos (u,v) =
(x(A),v) e (u,v) = (z(C),v). Estes pontos estdo representados no grafico de K
pelos segmentos de reta ry e r3 (Figura 65), onde

To\V) = | X v G(x(C))
2(v) ( (©), T(9(z(C)r + 1)2(1 — (2(C))?)

), 0<v<2m,
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), 0 <v<2m.

Figura 65 — Pontos de Minimo no Gréfico da Curvatura Gaussiana do Chapéu de
Scherlock

Fonte: Autor.

Estes mesmos pontos,(u,v) = (z(A),v) e (u,v) = (z(C),v), estdo representados
no grafico do chapéu de Scherlock pelas curvas m, e my (Figura 66) dadas por

mi(v) = ((1 — (2(C))*) cos v, z(C), (1 — (z(C))*)senv + 1),0 < v < 27,

ma(v) = ((1 — (2(A))*) cosv, z(A), (1 — (2(A))*)senv + 1),0 < v < 27.

Figura 66 — Grafico dos Pontos do Chapéu de Scherlock onde a Curvatura Gaussiana
€ Minima

Fonte: Autor.

Portanto, em resumo, concluimos que a curvatura Gaussiana do chapéu de
Scherlock é negativa na regido S, dada por

Si(u,v) = (1 —u*)cosv,u, (1 —u¥)senv+1), —1<u<0, 0<v<2m,
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é positiva na regido S, dada por

So(u,v) = (1 —v?)cosv,u, (1 —u*)senv+1), 0<u<1, 0<wv<2n,
é nula na curva n dada por

n(v) = (cosv,0,senv + 1), 0 < v < 2,

é maxima local na curva M dada por

M) = ((1 — (2(B))?*) cosv, z(B), (1 — (z(B))*)senv 4+ 1),0 < v < 2,
e por fim, minima local nas curvas m, e my dadas por

mi(v) = ((1 = (2(C))*) cosv,z(C), (1 — (z(C))*)senv + 1),0 < v < 27,

my(v) = ((1 — (2(A))*) cosv, 2(A), (1 — (z(A))*)senv +1),0 < v < 27,

representadas na Figura 67.

Figura 67 — Analise Grafica da Curvatura Gaussiana do Chapéu de Scherlock

Fonte: Autor.

3.3.5 Superficie de Enneper

Exemplo 3.3.5. Do Exemplo 2.13.1 temos que a funcdo curvatura K da superficie de
Enneper é a fungdo K : R? — R definida por

4

Kl v) = —a oy

e cujo grafico de K é representado na Figura 68.
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Figura 68 — Grafico da Curvatura Gaussiana da Superficie de Enneper

Fonte: Autor.

(i) Analise dos pontos onde a curvatura Gaussiana se anula
Note que para todo (u,v) € R? temos

4

Kl o) = —rre oy

£ 0.

Logo, a curvatura Gaussiana da superficie de Enneper nunca se anula.

(ii) Analise dos pontos onde a curvatura Gaussiana é positiva ou negativa
Veja que para todo (u,v) € R? temos

4
K(u,v) = —m <0.

Logo, a curvatura Gaussiana da superficie de Enneper é sempre negativa.

(iii) Analise dos pontos de maximo e minimo da curvatura Gaussiana

Para fazer esta analise primeiramente devemos encontrar os candidatos a maximo
e minimo local, que sdo os pontos criticos da superficie K. Para isto calcularemos
o vetor gradiente

VK(u,v) = (Ky, K,)

e o igualaremos ao vetor nulo (0,0).

Calculemos entao as derivadas parciais K, e K, e em seguida igualemos estas
expressoes a 0 (zero). Temos que

K o— (—4-4(1+u2+v2)3-2u>
“ (1 +u? +v2)4)?
_32u(1 4w +0?)?
O (T+u?+0?)8
32u
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Fazendo K, = 0 temos

32u

Analogamente encontramos

32v
K,=——7+—-—
(1+ u® +0v2)

e, se K,=0entdov =0.

Logo, o ponto (u,v) = (0,0) € o unico ponto critico, e, portanto, o tnico candidato
a extremante local. Para verificar se o ponto (u,v) = (0,0) & um extremante local
calcularemos o hessiano H (u,v) no ponto (0,0), onde

Kyu(u,v) Kyp(u,v)
Kuo(u,v)  Kyy(u,v)

)

H(u,v):|

isto e,
H(u,v) = Kuy(u,0) - Koy (u,0) — (Ko (u,v))”.

Calculemos entao as derivadas parciais de segunda ordem K ., K, € K,,,. Temos
que

32 (1 +u? 4+ v?*)° — 32u - 5(1 + u? + v*)* - 2u
(1 + u2 + v2)5)2
32(1 + u? + v%)5 — 32002 (1 + u? + v?)?
- (14 u2 4 v2)10
(T4 w? +0?)(32(1 4 u? + v?) — 320u?)
(1+u?+0v2)10
3214w +v?) — 320
(1 +u? + v2)P
324 32u® + 320 — 320u”
B (14 u? 4 0v?)0
32+ 320% — 288u>
T (T u 4028

Kuu -

. =32u-5(14u? +v?)t - 2u
B (14 u? +v2)5)?
320uv(1 + u? 4 v?)*
o (14 u? 4 v2)10
320uv
(14 u? +v2)8°

Analogamente encontramos

32 + 32u® — 28812
va -
(14 u? + v?2)6
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Assim, substituindo K., K., € K,, em H temos

Hu,v) 32 + 3207 — 288u? 32 + 32u® — 28807 (_ 320uw )2
’ (1+u?+0v2)8 (1+u?+v2)8 (1+u?+v2)8
(3243207 — 288u%)(32 + 32u — 28%0%) 102400703
- (1+u? +02)12 (L u? )2

Calculando H no ponto (u,v) = (0,0) temos

32-32
— — 0 = 1024.
(1)12
Logo, como H(0,0) > 0, entdo o ponto (0,0) € um extremante local. Resta
verificar se este extremante é maximo ou minimo local. Para isto faremos o teste

da derivada parcial de segunda ordem. Temos que

H(0,0) =

32
(1)¢
Logo, como K,,,(0,0) > 0 entdo o ponto (0,0) &€ um ponto de minimo local de K.
E possivel constatar que o ponto (0,0) € um ponto de minimo global, pois

Koua(0,0) = o= = 32,

4
para todo (u,v) € R?.

Portanto, o ponto (u,v) = (0,0) é um ponto de minimo global. Assim, a curvatura
Gaussiana K da superficie de Enneper € minima no ponto (u,v) = (0,0). Este
ponto esta representado no grafico de K pelo ponto p (Figura 69) dado por

p=1(0,0,—4).

Figura 69 — Ponto de Minimo no Grafico da Curvatura Gaussiana da Superficie de
Enneper

P

Fonte: Autor.
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Este mesmo ponto,(u,v) = (0,0), esta representado no grafico da superficie de
Enneper pelo ponto P (Figura 70) dada por

P = (0,0,0)

Figura 70 — Grafico do Ponto da Superficie de Enneper onde a Curvatura Gaussiana é
Minima

Fonte: Autor.

Portanto, em resumo, concluimos que a curvatura Gaussiana da superficie de
Enneper é sempre negativa e é minima global no ponto P = (0,0,0) da superficie cujo
valor & Ky = —4.

3.3.6 Paraboldide Eliptico

Exemplo 3.3.6. Do Exemplo 2.15.1 temos que a fung&o curvatura K do paraboloide
eliptico € a fungdo K : R? — R definida por
4

A2 4p? 27
a2b2(i+i+1>

K(u,v) =
a* b*
e cujo grafico de K é representado na Figura 71.

Figura 71 — Grafico da Curvatura Gaussiana do Parabol6ide Eliptico

z

Fonte: Autor.
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(i) Analise dos pontos onde a curvatura Gaussiana se anula
Note que para todo (u,v) € R?, com a,b € R*, temos

K(u,v) = 1 5 7#0.

2 2
a2b? <4u + v + 1)

at b4

Logo, a curvatura Gaussiana do paraboldide eliptico nunca se anula.

(i) Analise dos pontos onde a curvatura Gaussiana € positiva ou negativa
Veja que para todo (u,v) € R?, com a,b € R*, temos

4
K(u,v) = 5 >0.

2 2
a2bQ <4u + v + 1)

at b4

Logo, a curvatura Gaussiana do paraboloide eliptico é sempre positiva.

(iii) Analise dos pontos de maximo e minimo da curvatura Gaussiana

Para fazer esta analise primeiramente devemos encontrar os candidatos a maximo
e minimo local, que sdo os pontos criticos da superficie K . Para isto calcularemos
o vetor gradiente

VE(u,v) = (Ku, Ky)

e o igualaremos ao vetor nulo (0,0).

Temos que
4
K(u,v) = 5.
212 du?  4? ]
a ? + ﬁ +

du?  4? \
Fazendo A = —- + B + 1, podemos reescrever K da seguinte forma

a

4 1
Klwv) =g 2

Calculemos entao as derivadas parciais K, e K, € em seguida igualemos estas
expressoes a 0 (zero). Temos que

4 —1.2A4- 8—3
K, = . a
u a2bh? (A2)2 ’
4 —16uA
T a2n ( at A4 )
—64uA

abb2 A4
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B 64u

T ab2A3
Fazendo K, = 0 temos

64u
BPIEYE =0= —-64u=0=u=0.
Analogamente encontramos
64v
R e

ese K,=0entgdov =0.

Logo, o ponto (u,v) = (0,0) € o unico ponto critico, e, portanto, o tunico candidato
a extremante local. Para verificar se o ponto (u,v) = (0,0) & um extremante local
calcularemos o hessiano H (u,v) no ponto (0,0), onde

H(u,v) = Ky (u,0) - Koy (u,0) — (Ko (u,v))”.

Calculemos entao as derivadas parciais de segunda ordem K ., K, € K,,,. Temos

que
8u
1-A% —u-34%2. —
Ko 64 u at
uu abb2 (A3)2
064 A3 — 2442 A?
T gt at A6
64 AQ(A — 24u2)
Tk atAS
64 A — 24u?
Tk atA4
B 64A — 1536u>
O a10p244
8v
o G —1-34%- 7
uv abh? ( A3)2
64u —24v A?
T bA A6
64u —24v
Tk ( bt A )
1536uv
- aSpb A4
Analogamente encontramos
o _64A — 153602

a? b10A4
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Assim, substituindo K., K., € K,, em H temos

64A — 153602 64A — 153607 1536u0 2
Hlu o) =\~ mpar ) " moar )~ (a6b6A4)
(644 — 1536u) (644 — 15360?)  (1536uv)?

al2pl2z A8 al2plz A8 ’

Calculando H no ponto (u,v) = (0,0) temos

64 - 64 4096
H(0,0) = alzplz U T gizpiee
uma vez que para (u,v) = (0,0) temos que A = 1.

Logo, como H(0,0) > 0, entdo o ponto (0,0) é um extremante local. Resta
verificar se este extremante € maximo ou minimo local. Para isto faremos o teste
da derivada parcial de segunda ordem. Temos que

64
Cqlop2”
Logo, como K,,(0,0) < 0 entdo o ponto (0,0) € um ponto de maximo local de K.
E possivel constatar que o ponto (0,0) é um ponto de méximo global, pois

K..,(0,0) =

4 4

a?b? — a?bh?A2

para todo (u,v) € R?, pois A > 1 para todo (u,v) € R?.

K(0,0) =

= K(u,v),

Portanto, o ponto (u,v) = (0,0) € um ponto de maximo global. Assim, a curvatura
Gaussiana K do paraboldide Eliptico é maxima no ponto (u,v) = (0,0). Este
ponto esta representado no grafico de K pelo ponto p (Figura 72) dado por

p= (0707 ﬁ)

Figura 72 — Ponto de Méaximo no Grafico da Curvatura Gaussiana do Parabol6ide
Eliptico

Fonte: Autor.
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Este mesmo ponto,(u,v) = (0,0), esta representado no grafico do paraboldide
eliptico pelo ponto P (Figura 73), onde

P = (0,0,0).

Figura 73 — Grafico do Ponto do Paraboléide Eliptico onde a Curvatura Gaussiana é
Maxima

Fonte: Autor.

Portanto, em resumo, concluimos que a curvatura Gaussiana do paraboldide
eliptico é sempre positiva e € maxima global no ponto P = (0,0,0) da superficie cujo
Va/OI‘é K(O,O) — W
3.3.7 Paraboléide Hiperbolico

Exemplo 3.3.7. Do Exemplo 2.16.1 temos que a fung&o curvatura K do paraboldide
hiperbdlico é a funcdo K : R? — R definida por
4

4 4? 2
azbz(i+i+1>

K(u,v) = —
at bt

e cujo grafico de K é representado na Figura 74.

(i) Analise dos pontos onde a curvatura Gaussiana se anula

Note que para todo (u,v) € R?, com a,b € R*, temos
4

du?  4? 2
a262 <? + b_4 + 1)

K(u,v) = — #0.

Logo, a curvatura Gaussiana do paraboldide hiperbdlico nunca se anula.
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Figura 74 — Grafico da Curvatura Gaussiana do Parabolbide Hiperbdlico

Fonte: Autor.

(i) Analise dos pontos onde a curvatura Gaussiana é positiva ou negativa
Veja que para todo (u,v) € R?, com a,b € R*, temos

4

du?  4?
a2b2 <6L4 + ﬁ + 1)

K(u,v) = — 5 < 0.

Logo, a curvatura Gaussiana do paraboldide hiperbdlico é sempre negativa.

(iii) Analise dos pontos de maximo e minimo da curvatura Gaussiana

Para fazer esta analise primeiramente devemos encontrar os candidatos a maximo
e minimo local, que s&o os pontos criticos da superficie K. Para isto calcularemos

o0 vetor gradiente
VK (u,v) = (K, K,)

e o igualaremos ao vetor nulo (0,0).

Temos que
4
K(u,v) = — 5
232 qu? 4o? 1
L 7 T

qu?  4o? .
Fazendo A = —- + o + 1, podemos reescrever K da seguinte forma

a

4 1
Klu o) ==l a2

Calculemos entao as derivadas parciais K, e K, € em seguida igualemos estas

expressées a 0 (zero). Temos que

Bu

4 —1-2A-a4

a2 (A2)2
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4 —16uA
T e ( a*A* >
64uA
abb? A4
64u
aSh2 A3’

Fazendo K, = 0 temos

64u
Analogamente encontramos
64v
U7 Q20043

ese K,=0entdov =0.

Logo, o ponto (u,v) = (0,0) € o Unico ponto critico, e, portanto, o tnico candidato
a extremante local. Para verificar se o ponto (u,v) = (0,0) é um extremante local
calcularemos o hessiano H(u,v) no ponto (0,0), onde

H(u,v) = Kuu(u,v) - Kyp(u,v) — (Kup(u,v))>.

Calculemos entao as derivadas parciais de segunda ordem K ., K, € K,,,. Temos
que

8u
1- A% —u-34%. =
K, — 0% ° at

abb? <A3)2

abb? atAb

64 [ A2(A - 24u?)
oA atAS

64 A — 2442
- ash? at A4

64A — 1536u>
al0p2 A4

6 <A3 - 24u2A2>

v
64u | 13473

bt
Ky, = :
uv abh2? ( A3)2

_ 64u <—24UA2>

a2\ biAS

64u —24v
T a2 (b4A4 >

1536uv
b AL




Capitulo 3. SUPERFICIES REGULARES CLASSICAS: ESTUDO DA CURVATURA GAUSSIANA 127

Analogamente encontramos
64A — 153602
CL2610A4
Assim, substituindo K, K., € K,, em H temos
64A — 1536u> 64A — 153602 1536uv 2
H{u) — (HAZ15362) - (st
al%b? A4 a?blV A4 aShb A
(64A — 1536u?)(64A — 15360%)  (1536uv)?

l{fv::

a12b12A8 a12b12A8 :
Calculando H no ponto (u,v) = (0,0) temos
64 - 64 4096
H(0,0) = alzplz U T glizpiee

uma vez que para (u,v) = (0,0) temos que A = 1.

Logo, como H(0,0) > 0, entdo o ponto (0,0) € um extremante local. Resta
verificar se este extremante é maximo ou minimo local. Para isto faremos o teste
da derivada parcial de segunda ordem. Temos que

64
alObZ :
Logo, como K,,(0,0) > 0 entdo o ponto (0,0) &€ um ponto de minimo local de K.
E possivel constatar que o ponto (0,0) € um ponto de minimo global, pois

4 4

a2 = a2b2 A2

para todo (u,v) € R?, pois A > 1 para todo (u,v) € R2.

K,.,(0,0) =

K(0,0) = = K (u,v),

Portanto, o ponto (u,v) = (0,0) € um ponto de minimo global. Assim, a curvatura
Gaussiana K do paraboloide hiperbdlico € minima no ponto (u,v) = (0,0). Este
ponto esta representado no grafico de K pelo ponto p (Figura 75) dado por

4
p= <0’0"a252)'

Figura 75 — Ponto de Minimo no Grafico da Curvatura Gaussiana do Paraboldide Hiper-
bdlico

Fonte: Autor.



Capitulo 3. SUPERFICIES REGULARES CLASSICAS: ESTUDO DA CURVATURA GAUSSIANA 128

Este mesmo ponto, (u,v) = (0,0), esta representado no grafico do paraboldide
hiperbdlico pelo ponto P (Figura 76) dado por

P = (0,0,0).

Figura 76 — Grafico do Ponto do Parabolo6ide Hiperbdlico onde a Curvatura Gaussiana
€ Minima

Fonte: Autor.

Portanto, em resumo, concluimos que a curvatura Gaussiana do paraboloide
hiperbdlico é sempre negativa e é minima global no ponto P = (0,0,0) da superficie

cujo valor é Ky ) = ~
a

Observacao 3.3.2. Assim como no toro, as parametrizagbes do elipsdide, do hiperbo-
I6ide eliptico de uma folha e do hiperboldide eliptico de duas folhas, ndo as combrem
totalmente. No entanto, para cobri-las totalmente, basta tomar uma outra vizinhanga
coordenada para as mesmas respectivas parametrizacées, assim como feito com o
toro na Observacgao 3.3.1.

3.3.8 Elipsoide

Exemplo 3.3.8. Do Exemplo 2.8.1 temos que a fung&o curvatura K do elipsoide € a
funcdo K : U C R? — R definida por

(abc)?

[(besen v cosu)? + (acsenvsenu)? + (abcosv)?]?’

K(u,v) =

ondeU = {(u,v) eR%Z0<u<2reld<v<m}.

Para este exemplo consideraremos o elipsoide cujas constantes a,b,c € R’
satisfazem a condicdo a > b > c. O grafico da curvatura Gaussiana K deste elipsoide
esta representado na Figura 77.
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Figura 77 — Gréfico da Curvatura Gaussiana do Elipséide

|

Fonte: Autor.

(i) Analise dos pontos onde a curvatura Gaussiana se anula

Note que para todo (u,v) € R?, com a, b, c € R*, temos

(abc)?
K — 0.
(42 = hesen v cos ) + (acson vsenw)? + (@bcoso)F 7

Logo, a curvatura Gaussiana do elipsoide nunca se anula.

(i) Andlise dos pontos onde a curvatura Gaussiana é positiva ou negativa
Veja que para todo (u,v) € R?, coma,b, c € R*, temos

(abc)?

>0.
[(besenv cosu)? 4 (acsenvsenu)? 4 (abcosv)?)?

K(u,v) =

Logo, a curvatura Gaussiana do elipsoide é sempre positiva.

(iii) Analise dos pontos de maximo e minimo da curvatura Gaussiana

Para fazer esta analise primeiramente devemos encontrar os candidatos a maximo
e minimo local, que s&o os pontos criticos da superficie K. Para isto calcularemos
o0 vetor gradiente

VK (u,v) = (Ky, Ky)
e o igualaremos ao vetor nulo (0,0).
Temos que

(abc)?
[(besen v cosu)? + (acsenvsenu)? + (abcosv)?]?

K(u,v) =

Fazendo A = besenwv cos u, temos que

A, = —bcsenvsenu, A, = bccosuvcosu.
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Analogamente,

B =acsenvsenu, B, =acsenvcosu, B, = accosuvsenu,
C = abcosw, C, =0, C, = —absenw.

Assim, podemos reescrever K da seguinte forma

1

K(uvv) = (abc)2 ’ (AQ + B2+ 02)2'

Calculemos entdo as derivadas parciais K, e K, e em seguida igualemos estas
expressées a 0 (zero). Temos que

1-2(A% + B2+ C?) - (2AA, + 2BB, + 2CC,)
N S ey
(abe)? ( 2(A% + B+ C?) - 2(AA, + BB, + CCU)>
(A2 + B2 + C2)4
(ab)? ( —4(AA, + BB, +CO)>
(A2 + B2+ C?)3
4(abe)?(AA, + BB, + CC,)
(A2 + BQ + 02) :

Fazendo K, = 0 temos
—4(abc)*(AA, + BB, + CC,)
(A% + B2+ C2)?

— 4(abc)*(AA, + BB, +CC,) =
AA,+ BB, +CC, =0,

(besenv cosu)(—besenvsenu) + (acsenvsenu)(acsenvcosu) + (abcosv) - 0 = 0,

=0,

2?)COSUS€HU+(1, CQSGD2

— b*c? sen vsenucosu = 0,
isto e,
sen® v cos usen u(—b*c* + a*c?) = 0. (3.1)

Analogamente encontramos

—4(abc)*(AA, + BB, + CC,)
(24 B 0%

K, =

Fazendo K, = 0 temos

—4(abc)*(AA, + BB, + CC,)
(A2 + B2 + C?)3
— 4(abc)*(AA, + BB, + CC,) =
AA, + BB, + CC, =0,

=0,
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(besen v cosu)(becosv cosu) + (acsenvsenu)(accosvsenu) + (abcosv)(—absenv) = 0,

b?c* sen v cos u cos v + a’c® sen vsen® u cos v — a*b® cosvsenv = 0,
isto e,
sen v cos v(b*c? cos® u + a*c® sen® u — a?b?) = 0. (3.2)

Assim, para encontrar os pontos criticos de K devemos resolver o sistema a
seguir em u, e v formado pelas Equagées 3.1 e 3.2.

sen? v cosusen u(—b*c? + a*c*) = 0 (3.1)
sen v cos v(b?c? cos? u + a*c?sen’ u — a?b?) =0 (3.2)
Primeiramente determinaremos os valores de u e v que satisfazem a equacao
(3.1). Como (—b*c* + a*c*) # 0, entdo os valores de u e v que satisfazem a
equacéao (3.1) s&o tais que
senv=0=v=00Uv =T,
0= u=—ouu= "
Ccos U = U= = U= —,
2 2
senu =0=u=00Uu=mo0Uu=2T.

Analogamente, como (b*c? cos? u + a*c? sen® u — a?b?) # 0, entdo os valores de u e
v que satisfazem a equacgéao (3.2) séo tais que

senv=0=v=00Uv=m,

T
cosv:O:>v:§.

Logo, os pontos P, = (0,0), P, = (0,7/2), P3 = (0,m), Py = (7/2,0), P5 =
(r/2,m)2), Ps = (7/2,7), P, = (m,0), Py = (m,7/2), Py = (m,m), Pio = (37/2,0),
Py = (3n/2,7/2), Pl = (31/2,7), P13 = (27,0), Py = (27, 7/2) e Pi5 = (27, m)
sS40 0s pontos criticos, e, portanto, os candidatos a extremantes locais. Para
verificar se estes pontos s&o extremantes locais, calcularemos o hessiano H (u, v)
em cada um destes pontos, onde

H(u,v) = Kuy(u,0) - Ky (u,v) — (Ko (u,v))”.

Usando o software GeoGebra calculamos o hessiano em cada ponto critico e
obtemos

H,(0,0) = 0 = nada se pode afirmar sobre P,

Hy(0,7/2) > 0 = P, é um extremante local,
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H3(0,7) = 0 = nada se pode afirmar sobre P,
Hy(m/2,0) = 0 = nada se pode afirmar sobre P,

Hs(m/2,7/2) < 0= P; € um ponto de sela,

=

0) = 0 = nada se pode afirmar sobre P;,

(
(
(
¢(m/2,m) = 0 = nada se pode afirmar sobre P,
(m,
(m,7/2) > 0= Py é um extremante local,

(

7, m) = 0 = nada se pode afirmar sobre Py,

=

10(37/2,0) = 0 = nada se pode afirmar sobre Py,

=

1(37/2,7/2) < 0= P;; € um ponto de sela,

=

12(37/2, ) = 0 = nada se pode afirmar sobre P,

Sl

(
(
(
13(2m,0) = 0 = nada se pode afirmar sobre P,
1u(2m,m/2) > 0 = P4 € um extremante local,

(

=

15(2m, ) = 0 = nada se pode afirmar sobre P;s.

Logo, os pontos P, = (0,7/2), Py = (m,7/2) e Py = (2m,7/2) S0 0S Unicos
extremantes locais possiveis de verificar com esta ferramenta do calculo. Como
os pontos P, = (0,7/2) e P4 = (2w, 7/2) s&o coincidentes na parametrizagdo X
do elipsoide, entéo a partir daqui analisaremos somente os pontos P, = (0,7/2) e
Py = (m,7/2). Agora, vamos verificar se estes pontos extremantes sdo maximos
ou minimos locais. Para isto faremos o teste da derivada parcial de segunda
ordem. Usando o software GeoGebra calculamos o valor de K,, nos pontos
P,=(0,7/2) e Ps = (m,7/2) e obtemos

K..(0,7/2) < 0= o ponto P, € um ponto de maximo local,

Kuu(m,7/2) < 0= 0 ponto Py é um ponto de méaximo local.

Podemos verificar que estes pontos, P, = (0,7/2), Py = (7w, 7/2) e Piy = (2w, 7/2),
s&o pontos de maximo global. Para isto, calcularemos o valor de K em cada um
dos pontos criticos e compararemos os valores. Temos que,

K(0,0) = (b 22, K(0,7/2) = (bcgs, K(0,7) = (ab 227
K(1/2,0) = (%b)z’ K(r/2,m/2) = (%6)2’ K(r/2,7) = (%b)2’
K(r,0) = @ 22, K(m,m/2) = (bc);z’ K(m,m) = (ab 22,
K(37/2,0) = acb)Q’ K@3n/2,7/2) = (@’ K(3n/2,7) = ;b)27
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Como a > b > ¢, entdo ac > be e ab > ac, ou seja, ab > ac > bc. Dai, temos que

a? - 2 N a? - 2
(be)?2 = (bc)? ~ (be)? ~ (ab)*’
a? b? a? b?

(b2~ (b2~ () (ac)?

Portanto, os pontos P, = (0,7/2), Py = (w,w/2) e Py, = (2m,7/2) sdo pontos
de maximo global. Assim, a curvatura Gaussiana K do elipsoide é maxima
nos pontos P, = (0,7/2), Ps = (m,7/2) e Piy = (27, 7/2). Estes pontos estdo
representado no grafico de K pelos pontos ms, mg € myy (Figura 78) dado por

iy = (0,7r/2, (M) s = (w,w/z, m) g = (zw,ﬂ/z, (b)) .

Figura 78 — Pontos de Maximo no Gréfico da Curvatura Gaussiana do Elipséide

[}

N\

Fonte: Autor.

Estes mesmos pontos, P, = (0,7/2), Py = (m,7/2) e Py = (2m,7/2), estdo
representados no grafico do elipsdide pelos pontos M, e My (Figura 79) dados
por

M2 = (CL,0,0) s Mg = (-CL,O, 0)) .

Por outro lado, temos também que

b? . 2 N b? - c?
(ac)? = (ac)* = (ac)* = (ab)?’

ou seja,
a® b2 c?
b~ (ac)? ~ (ab)?

Isto significa que os pontos P, = (0,0), P; = (0,7), Py = (7/2,0), Ps = (7/2,7),
P, = (m,0), Py = (m,7), Py = (37/2,0), Py = (37/2,7), P13 = (27,0) € Pj5 =
(2w, m) s&o pontos de minimos globais. Estes pontos estdo representado no grafico
de K pelos pontos my, ms, my, mg, my, mg, myg, M2, m13 € mys (Figura 80) dados
por




Capitulo 3. SUPERFICIES REGULARES CLASSICAS: ESTUDO DA CURVATURA GAUSSIANA 134

Figura 79 — Grafico dos Pontos do Elipsoide onde a Curvatura Gaussiana é Maxima

Fonte: Autor.

Figura 80 — Pontos de Minimo no Gréfico da Curvatura Gaussiana do Elipséide

4

4

Fonte: Autor.

Estes mesmos pontos, P, = (0,0), P; = (0,7), P, = (7/2,0), Ps = (n/2,7), P; =
(7,0), Py = (m,m), Pio = (37/2,0), P2 = (37/2,7), P13 = (2m,0) e Pi5 = (2w, m),
estao representados no grafico do elipsdide pelos pontos M, e M (Figura 81)
dados por

Ml = (07070)7M3 = (0707 _C)v
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uma vez que os pontos P, = (0,0), Py, = (7/2,0), P = (7,0), Pip = (37/2,0),
P13 = (27,0), Pi5 = (2w, m) s&o coincidentes no elipsdide, assim como P; = (0, 7),
Ps = (r/2,7), Py = (m,7), Pia = (31/2,7) € P;5 = (2m, 7).

Figura 81 — Grafico dos Pontos do Elipsdide onde a Curvatura Gaussiana € Minima

Fonte: Autor.

Portanto, em resumo, concluimos que a curvatura Gaussiana do elipsdide é
sempre positiva, é maxima global nos pontos M, = (a,0,0) e Mg = (—a,0,0) da
2

superficie cujo valor é K = (Z;l—)Z e é minima global nos pontos M; = (0,0,¢) e
C
2

. , C
M; = (0,0, —c) cujo valor é K = @)

3.3.9 Hiperbolodide Eliptico de Uma Folha
Exemplo 3.3.9. Do Exemplo 2.10.1 temos que a funcado curvatura K do hiperboldide
eliptico de uma folha é a fungdo K : U C R? — R definida por

(abc)?
[(be cosh ucosv)? + (accoshusenv)? + (absenh u)?]?’

K(u,v) = —

ondeU = {(u,v) e R%ZuecRel<v<2r}.

Para este exemplo consideraremos o hiperboloide eliptico de uma folha cujas
constantes a,b,c € R satisfazem a condigdo a > b > c. O grafico da curvatura
Gaussiana K deste hiperbolodide eliptico de uma folha esta representado na Figura 82.
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Figura 82 — Grafico da Curvatura Gaussiana do Hiperbolbide Eliptico de Uma Folha

Fonte: Autor.

(i) Analise dos pontos onde a curvatura Gaussiana se anula
Note que para todo (u,v) € U, coma,b,c € RY, temos

(abc)?

K - _
(u,v) [(becoshucosv)? + (accoshusenv)? + (absenh u)?]

5 #0.

Logo, a curvatura Gaussiana do hiperboldide eliptico de uma folha nunca se
anula.
(i) Analise dos pontos onde a curvatura Gaussiana é positiva ou negativa

Veja que para todo (u,v) € U, coma,b,c € R%, temos

(abc)?
o 0.
(u.0) [(bc coshucosv)? + (ac cosh usenv)? + (absenh u)?|? )

Logo, a curvatura Gaussiana do hiperboldide eliptico de uma folha é sempre
negativa.

(iii) Anéalise dos pontos de maximo e minimo da curvatura Gaussiana

Como mencionado anteriormente, iremos analisar 0s pontos de maximo e minimo
do hiperboloide eliptico de uma folha cujas constantes a,b, c € R, satisfazem a
condicdo a > b > c. Para fazer esta analise primeiramente devemos encontrar 0s
candidatos a maximo e minimo local, que sdo os pontos criticos da superficie K .
Para isto calcularemos o vetor gradiente

VK(u,v) = (Ky, K,)

e o igualaremos ao vetor nulo (0,0).

Temos que

(abc)?

[(be cosh ucosv)? + (accoshusenv)? + (absenh u)?|?

K(u,v) = —
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Fazendo A = bccosh u cosv, temos que

A, = besenhwucosv, A, = —bccoshusenw.

Analogamente,

B = accoshusenv, B, =acsenhusenv, B, = accoshucosuv,
C = absenh u, C, = abcoshu, C,=0.

Assim, podemos reescrever K da seguinte forma

1

K(u,v) = _(abc)2 ) (A2 4+ B2 + 02)2'

Calculemos entdo as derivadas parciais K, e K, € em seguida igualemos estas
expressées a 0 (zero). Temos que

K, = —(abe)? (—1 .2(A% + B2+ C?) - (2AA, + 2BB, + zccu)>
[(A2 + B2 + (?)2]2
_ (abo)? - (—2(142 + B2+ C?) - 2(AA, + BB, + (qu)>
(AZ + BZ + 02)4
» (—4(AA,+ BB, +CC,)
— —(abc) . ( (AQ i B2 + 02)3 )
4<(lb0)2(AAu + BBU + COU)
= (AQ 4 B2 + C2>3

Fazendo K, = 0 temos
4(abc)*(AA, + BB, + CC,)
(A% + B2+ C2)3
4(abc)*(AA, + BB, + CC,) =0,
AA, + BB, +CC, =0,

=0,

(be cosh u cosv)(besenh u cosv) + (ac cosh usen v)(acsenh usenv)
+ (absenh u)(abcoshu) = 0,
2b2

b%c? cosh wsenh u cos® v + a®c? cosh w senh usen? v 4+ a?b? cosh usenh u = 0,

isto e,
cosh usenh u(b?c? cos® v + a®c* sen® v + a*b*) = 0. (3.3)

Analogamente encontramos

4(abc)*(AA, + BB, + CC,)

K =
b (A4 B2+ C?)3
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Fazendo K, = 0 temos
4(abc)?(AA, + BB, + CC,)
(A% + B2+ C2)?
4(abc)*(AA, + BB, + CC,) =0,

AA,+ BB, + CC, =0,

=0,

(be cosh w cos v)(—be cosh usen v) + (ac cosh usen v)(ac coshucosv) 4+ (absenhu) - 0 = 0,

— %% cosh® u cosvsen v + a%c? cosh? u cosvsen v = 0,
isto 6,
cosh? u cos vsen v(—b*c? + a*c?) = 0. (3.4)

Assim, para encontrar os pontos criticos de K devemos resolver o sistema a
seguir em u e v formado pelas Equagées 3.3 e 3.4.

cosh usenh u(b?c? cos? v + a®c*sen® v + a®b?) =0 (3.3)

cosh® u cos vsen v(—b%c? 4 a?c?) = 0 (3.4) '
Primeiramente determinaremos os valores de u e v que satisfazem a equagao
(3.3). Como coshu # 0 e (b*c? cos> v + a*c? sen? v + a*b*) # 0, entdo os valores de
u € v que satisfazem a equacao (3.3) s&o tais que

senhu =0= u=0.

Analogamente, como cosh® u # 0 e (—b*c® + a*c?) # 0, entdo os valores de u e v
que satisfazem a equacao (3.2) sgo tais que
0= T ou T
COSV = V== V= —
2 27
senv =0=v=00Uv=mo0Uv = 2.

Logo, os pontos P, = (0,0), P, = (0,7/2), P; = (0,7), P, = (0,37/2) e P; = (0, 2m)
S80 0s pontos criticos, e, portanto, os candidatos a extremantes locais. Para
verificar se estes pontos sdo extremantes locais, calcularemos o hessiano H (u, v)
em cada um destes pontos, onde

H(u,v) = Ky, ) - Kyp(u,v) — (K, v))>.

Usando o software GeoGebra calculamos o hessiano em cada ponto critico e
obtemos

H,(0,0) > 0 = P, é um extremante local,
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Hy(0,7/2) < 0= P, é um ponto de sela,

(
H3(0,7) > 0 = P3 é um extremante local,
H4(0,37/2) < 0= P, € um ponto de sela,
(

Hs5(0,27) > 0 = P5 é um extremante local.

Logo, os pontos P, = (0,0), P; = (0,7) e Ps = (0,27) S80 0s Unicos extremantes
locais. Como os pontos P, = (0,0) e Ps = (0,27) sdo coincidentes na parametri-
zacdo X do hiperboldide eliptico de uma folha, entao a partir daqui analisaremos
somente os pontos P, = (0,0) e P; = (0, 7). Agora, vamos verificar se estes
pontos extremantes sdo maximos ou minimos locais. Para isto faremos o teste da
derivada parcial de segunda ordem. Usando o software GeoGebra calculamos o
valor K., nos pontos P, = (0,0) e P; = (0,7) e obtemos

K..(0,0) > 0 = o ponto P, € um ponto de minimo local,

K. (0,7) > 0 = 0 ponto P; € um ponto de minimo local.

Podemos verificar que estes pontos, P, = (0,0), P; = (0,7) e P; = (0,27), sdo
pontos de minimo global. Para isto, calcularemos o valor de K em cada um dos

pontos criticos e compararemos os valores. Temos que,

K(0,0) = _(zfc)z’ K(0,7/2) = —(;’6)2, K(0,7) = _(l?c)Z’

K(0,37/2) = BNPTER K(0,27) = o

Como a > b > ¢, entdo ac > be. Dai, obtemos que
a® b?

T2 " (a0

Portanto, os pontos P, = (0,0), P; = (0,7) e Ps = (0,27) sdo pontos de minimo
global. Assim, a curvatura Gaussiana K do hiperboldide eliptico de uma folha
€ minima nos pontos P, = (0,0), P; = (0,7) e Ps = (0,2r). Estes pontos estdo
representado no grafico de K pelos pontos m,, ms € ms (Figura 83) dado por

CL2 Cl2 Cl2
- -2 - i = (0,27, — .
= (0.0 i) o= (0.7 =i ) o= (027~ i)

Estes mesmos pontos, P, = (0,0), P; = (0, ), estdo representados no grafico do
hiperboloide eliptico de uma folha pelos pontos M, e M3 (Figura 84) dada por

M1 = (CL,0,0),Mg = (—CL,0,0).

Portanto, em resumo, concluimos que a curvatura Gaussiana do hiperboldide
eliptico de uma folha é sempre negativa e € minima global nos pontos M; = (a,0,0) e
2

M; = (—a,0,0) da superficie cujo valor é K = —

(be)*”
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Figura 83 — Pontos de Minimo no Grafico da Curvatura Gaussiana do Hiperboldide
Eliptico de Uma Folha

y
gy /V

msy
Fonte: Autor.

Figura 84 — Grafico dos Pontos do Hiperboloide Eliptico de Uma Folha onde a Curvatura
Gaussiana é Minima

Fonte: Autor.

3.3.10 Hiperboldide Eliptico de Duas Folhas

Exemplo 3.3.10. Do Exemplo 2.11.1 temos que a fungéo curvatura K do hiperboldide
eliptico de duas folhas é a fungdo K : U C R?* — R definida por

(abc)?

K =
() [(besenh u cos v)? + (acsenh usen v)? + (abcosh u)?|?’

ondeU = {(u,v) eRZuecRel<v <}

Para este exemplo consideraremos o hiperboldide eliptico de duas folhas cujas
constantes a,b,c € R satisfazem a condigdo a > b > c. O grafico da curvatura
Gaussiana deste hiperboldide eliptico de duas folhas esta representado na Figura 85.



Capitulo 3. SUPERFICIES REGULARES CLASSICAS: ESTUDO DA CURVATURA GAUSSIANA 141

Figura 85 — Grafico da Curvatura Gaussiana do Hiperbolbide Eliptico de Duas Folhas

Fonte: Autor.

(i) Analise dos pontos onde a curvatura Gaussiana se anula
Note que para todo (u,v) € U, coma,b,c € R* , temos

(abc)?

K pu—
(u,v) [(besenh u cosv)? + (acsenh usen v)? + (abcosh u)?]

5 #0.

Logo, a curvatura Gaussiana do hiperboldide eliptico de duas folhas nunca se
anula.

(ii) Analise dos pontos onde a curvatura Gaussiana € positiva ou negativa
Veja que para todo (u,v) € U, coma,b,c € R, temos

(abc)?
K _ >0.
(w.) [(besenh ucosv)? + (acsenh usenv)? + (abcoshu)?]?

Logo, a curvatura Gaussiana do hiperboloide eliptico de duas folhas é sempre
positiva.

(iii) Analise dos pontos de maximo e minimo da curvatura Gaussiana

Como mencionado anteriormente, iremos analisar 0s pontos de maximo e minimo
do hiperboloide eliptico de duas folhas cujas constantes a, b, c € R satisfazem a
condi¢cdo a > b > c. Para fazer esta analise primeiramente devemos encontrar 0s
candidatos a maximo e minimo local, que sdo os pontos criticos da superficie K .
Para isto calcularemos o vetor gradiente

VK(U, U) = (Kw Kv)

e o igualaremos ao vetor nulo (0,0).

Temos que

(abc)?

K _ .
(u,v) [(bcsenh u cos v)? + (acsenh usen v)? 4 (ab cosh u)?)?
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Fazendo A = besenh u cosv, temos que

A, = bccoshucosv, A, = —bcsenhusenw.

Analogamente,

B = acsenhusenv, B, =accoshusenv, B, = acsenhucoswv,

C = abcoshu, C, = absenh u, C, =0.

Assim, podemos reescrever K da seguinte forma

1

K(“?”) = (abc)2 ’ (AQ + B2+ C2)2'

Calculemos entdo as derivadas parciais K, e K, € em seguida igualemos estas
expressées a 0 (zero). Temos que

(abe) —1-2(A?+ B*+C?) - (24A, + 2BB, +2CC,)
(abe)” (A2 + B2 + C2)22
(abe) ( —2(A?*+ B* 4 C?) - (AAU+BBU+OCU)>
(l C
abc (

(A2 4 B2 + C2)4
—4(AA, + BB, + CC,)
A2+BQ+02) )
4(abc)*(AA, + BB, + CC,)
(A2 + B2+ C?)3

Fazendo K,, = 0 temos

_ 4(abc)*(AA, + BB, +CC,) 0
(A2 + B2+ (C?)? -

— 4(abe)*(AA, + BB, + CC,) =0
AA, + BB, +CC, =0,

(besenh u cos v)(be cosh u cosv) + (acsenh usen v)(ac cosh usenv)
+ (abcoshu)(absenh u) = 0,
2b2

b2c? senh u cosh u cos® v + a?¢? senh u cosh u sen? v + a?b? senh u cosh u = 0
)

isto e,
senh u cosh u(b?c* cos® v + a®c* sen® v + a*b*) = 0. (3.5)

Analogamente encontramos

4(abc)*(AA, + BB, + CC,)

K. = —
° (A2 4 B2 + C?)3
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Fazendo K, = 0 temos

_ A(abe)*(AA, + BB, +CC,) 0
(A2 + B2+ (C?)? -

— 4(abe)*(AA, + BB, + CC,) = 0,
AA, + BB, + CC, = 0,

(bcsenh wcosv)(—besenhusenv) + (acsenh usen v)(acsenh ucosv) + (abcoshu) - 0 = 0,

— b2 % senh® ucos vsen v + ac? senh? usen v cosv = 0,
isto &,
senh” u cos v sen v(—b*c* + a*c?) = 0. (3.6)

Assim, para encontrar os pontos criticos de K devemos resolver o sistema a
seguir em u e v formado pelas Equagédes 3.5 e 3.6.

senh u cosh u(b?c? cos® v + a*c?sen? v + a?b?) =0 (3.5)

senh” u cos v sen v(—b*c? + a?c?) = 0 (3.6)

Primeiramente determinaremos os valores de u e v que satisfazem a equagao
(3.5). Como coshu # 0 e (b*c? cos* v + a*c? sen? v + a*b*) # 0, entdo os valores de
u € v que satisfazem a equacéo (3.5) séo tais que

senhu=0= u=0.

Analogamente, como (—b*c® + a*c?) # 0, entdo os valores de u e v que satisfazem
a equacéo (3.2) séo tais que

senh?u = u = 0,

s
cosv:0:>U:§,

senv=0=v=00Uv =m.

Note que u = 0 é solugdo das equacbes 3.5 e 3.6, isto é, u = 0 é soluggo do
sistema. Logo, os pontos (u,v) = (0,v) para todo v € [0, |, SGo pontos criticos
de K, e, portanto, os candidatos a extremantes locais. Veja que o valor de v ndo
interfere na designicdo de um ponto critico. Essa ndo dependéncia de v para que
um ponto seja ou ndo critico, faz com que 0s pontos criticos de K pertencam ao
segmento de reta r (Figura 86) dada por

r(v) = (0,v, K(0,v)), 0<wv<m.
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Assim, para verificar se 0os pontos que pertencem ao segmento de reta r s&o
extremantes locais, tomaremos uma curva em K perpendicular ao segmento r,
por exemplo, a curva o (Figura 86) dada por

a(u) = (u,0, K(u,0)), uelR

Agora, analisaremos K (u,0) como uma fungdo de uma variavel. Logo, para saber
se o ponto u = 0 é um extremante local, faremos o teste da segunda derivada.
Usando o GeoGebra calculamos o valor de K, (u,0) no ponto u = 0 e obtemos

K,..(0,0) < 0= o pontou = 0 é um ponto de maximo local.

Logo, os pontos (u,v) = (0,v), comv € [0, 7], sGo pontos de maximos locais.
Verifiquemos agora se estes pontos sdo pontos de maximos globais. Temos que
(abc)?

K pu—
(u,v) [(bcsenh u cos v)? + (acsenh usen v)? + (ab cosh u)?)?

I

K(0,v) =

(ab)*’
Devemos mostrar que K (0,v) > K(u,v) para todo (u,v) € U, coma >b > c > 0.
Note que, como coshu > 1, temos
(ab)? < (abcoshu)?
= (ab)? < (besenhucosv)? + (acsenhusenv)? + (ab cosh u)?

= (ab)* < [(besenhu cosv)? + (acsenh usen v)? + (abcosh u)?]?

1 1
>
(ab)* — [(besenhwucosv)? + (acsenh usenv)? + (abcosh u)?)?
(abc)? S (abc)?
(ab)* — [(besenhucosv)? + (acsenhusenv)? + (abcosh u)?]?
N ? (abc)?
(ab)? ~ [(besenhucosv)? + (acsenhusenv)? 4 (abcoshu)?]?”

Portanto, os pontos (u,v) = (0,v), comv € [0, 7] sdo pontos de maximo global.
Assim, a curvatura Gaussiana K do hiperboldide eliptico de duas folhas é maxima
nos pontos (u,v) = (0,v), comv € [0, n]. Estes pontos estao representado no
grafico de K pelo segmento de reta r (Figura 86) dado por

r(v) = (0,v, K(0,v)), 0<wv<m.

Estes mesmos pontos,(u,v) = (0,v), comv € [0, x|, estdo representados no
grafico do hiperboldide eliptico de duas folhas pelo ponto P (Figura 84) dado por

P =X(0,v) =(0,0,c¢),
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Figura 86 — Pontos de Maximo no Grafico da Curvatura Gaussiana do Hiperboldide
Eliptico de Duas Folhas

Fonte: Autor.

P = X(0,7) = (0,0, —c),
onde X é a parametrizagdo do hiperboloide eliptico de uma folha do Exemplo

2.11.1. Na outra folha do hiperboldide temos o ponto P cuja curvatura é igual a
curvatura no ponto P.

Figura 87 — Gréfico dos Pontos do Hiperboléide Eliptico de Duas Folhas onde a Curva-
tura Gaussiana é Maxima

Fonte: Autor.

Portanto, em resumo, concluimos que a curvatura Gaussiana do hiperboloide
eliptico de duas folhas é sempre positiva e € maxima global nos pontos P = (0,0,¢) e
2

P =(0,0,—c) da superficie cujo valor é K =

(ab)*”
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3.3.11 Sela de Macaco

Exemplo 3.3.11. Do Exemplo 2.17.1 temos que a fungdo curvatura K da sela de
macaco é u fungdo K : R* — R definida por

36(u? + v?)
(9u* + 18u2v? + 9v* 4 1)2

K(u,v) =—
e cujo grafico de K é representado na Figura 88.

Figura 88 — Grafico da Curvatura Gaussiana da Sela de Macaco

Fonte: Autor.

(i) Analise dos pontos onde a curvatura Gaussiana se anula

Note que para (u,v) € R?, temos

K(u,v) =0,

B 36(u? + v?) 0
(9u* 4 18u2v? + v + 1)2 ’
—36(u® +v*) =0,

wH+P=0cu=0ev=0.

Logo, a curvatura Gaussiana da sela de macaco é nula no ponto (u,v) = (0,0).
Este ponto esta representado no grafico de K pelo ponto p (Figura 89), tal que

p=(0,0,k(0,0)) = (0,0,0).

Este mesmo ponto, (u,v) = (0,0), esta representado no grafico da sela de macaco
pelo ponto P (Figura 90) dado por

P = X(0,0) = (0,0,0),

onde X é parametrizagcdo da sela de macaco (Exemplo 2.17.1).
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Figura 89 — Ponto do Grafico da Curvatura Gaussiana da Sela de Macaco onde K &
Nula

Fonte: Autor.

Figura 90 — Grafico do Ponto da Sala de Macaco onde a Curvatura Gaussiana é Nula

z

Fonte: Autor.

(i) Analise dos pontos onde a curvatura Gaussiana é positiva ou negativa
Veja que para todo (u,v) € R? com (u,v) # (0,0), temos

36(u? + v?) <0
(9u* + 18u?v? + 9t +1)2

K(u,v) = —

Logo, a curvatura Gaussiana da sela de macaco é negativa nos pontos (u,v) € R?,
tais que (u,v) # (0,0).

(iii) Analise dos pontos de maximo e minimo da curvatura Gaussiana

Pelo item (ii) vimos que a curvatura Gaussiana da sela de macaco é sempre
negativa nos pontos (u,v) € R? com (u,v) # (0,0). J& pelo item (i) vimos ela é
nula no ponto (u,v) = (0,0). Logo, podemos concluir que o ponto (u,v) = (0,0),
representado por p na Figura 89 e por P na Figura 90, € também um ponto de
maximo, e ndo apenas local, mas global.
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Agora iremos verificar se existem outros pontos de maximos ou minimos. Para
fazer esta analise primeiramente devemos encontrar os candidatos a maximo e
minimo local, que sdo os pontos criticos da superficie K. Para isto calcularemos
o0 vetor gradiente

VK(u,v) = (Ky, K,)

e o igualaremos ao vetor nulo (0,0).
Temos que

36(u? + v?)

K - _ :
(v, ) (9u? + 18uv? + Jvt + 1)2

Note que
ut + 18u*v* + 9t = 9(u* + 2u*v? +v?),
= 9(u? +v?)2
Fazendo A = u? + v?, podemos reescrever K da seguinte forma

A

K(U,U) = -36- m

Calculemos entdo as derivadas parciais K, e K, € em seguida igualemos estas
expressées a 0 (zero). Temos que

Ay (942 +1)2— A-2(942+1)-9-2- A+ A,

Koy = =36 (047 + 172

e AOAT 1) 36424,04 4 1)
(047 + 1)

. AOA (942 + 1) — 3647)
(947 + 1)

g Al =274

(947 4 175
O 364,(1 - 2742)
(942 +1)3

Fazendo K,, = 0 temos

364, (1 —274%)

(942 +1)3 7
—364,(1 — 27A%) =0,
A, (1 —27A% =0,

isto é,

2u(1 — 27(u* 4+ v*)?) = 0. (3.7)
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Analogamente encontramos

| 364,(1 - 274?)
(9A2 4 1)3

K, =

Fazendo K, = 0, temos
36A,(1—274%)

(9A2 +1)3 ’

—364,(1 — 27A?)

Ay (1 —27A%)

p— 07
=0,
isto 6,
20(1 — 27(u? + v*)?) = 0. (3.8)

Assim, para encontrar os pontos criticos de K devemos resolver o sistema em u
e v formado pelas Equacdes 3.7 e 3.8. A solugcdo deste sistema sdo os pontos
(u,v) = (0,0) e (u,v) € R?, tais que

1
B=u?+1?= —.

V27
O ponto (u,v) = (0,0) ja verificamos que é um ponto de maximo global de K.
Agora, denotaremos por u e v 0s pontos (u,v) € R?, tais que

1
w407 = —.

V27

e verificaremos se estes pontos sdo de maximo ou minimo. Calculando o valor de
K nestes pontos obtemos

K (i, 7) = —?’*ZQ_?.

Usando o software GeoGebra podemos concluir que a fungdo
F(A) = 81V2TA* + 18V27TA? —48A + /27 > 0

para todo A > 0 (A = u? + v?), como pode ser observado na figura 91.

Dai, temos que

S1V/27TA* + 18V/27A? — 48A + /27 > 0
= 81V27A* + 18V27A% + /27 > 48A
= V27(81A* + 1842 + 1) > 484
= V27(9A% 4+ 1)2 > 484

V27(9A% +1)? - 484
V27(9A2 +1)2 = /27(9A2 +1)2
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=1> 484
T V27(9A2 4 1)2
3v/27 - 48A 3V27
4 T 210942 +1)2 4
3v27 . 364
4 T (9A2 +1)2
L 3VRT 36A

= 1.

4 = (9A2+1)2
= K(u,v) < K(u,v).

Figura 91 — Grafico da Funcao f(A)

f

F(A)

Fonte: Autor.

Logo, os pontos (u,v) € R?, tais que

u?+ 0% = L

V27
s&o pontos de minimo global. Assim, a curvatura Gaussiana K da sela de macaco
€ minima nestes pontos. Estes pontos estdo representado no grafico de K pela

curva c (Figura 92).

Estes mesmos pontos,(u,v) € R?, estdo representados no gréfico da sela de
macao pela curva C (Figura 93).
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Figura 92 — Pontos de Minimo no Gréfico da Curvatura Gaussiana da Sela de Macaco

C

Fonte: Autor.

Figura 93 — Grafico dos Pontos da Sela de Macaco onde a Curvatura Gaussiana €
Minima

Fonte: Autor.

Portanto, em resumo, concluimos que a curvatura Gaussiana da sela de macaco
€ negativa nos pontos (u,v) # (0,0), € nula e maxima global no ponto P = (0,0,0) da
superficie e é minima global nos pontos da curva C contida na superficie.
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3.4 TABELAS COM RESUMOS DAS ANALISES DAS CURVATURAS GAUSSIANAS
DAS SUPERFICIES REGULARES CLASSICAS

Tabela 2 — Andlise de K: Plano, Cilindros e Cones

Analise de K | Superficie: Plano, Cilindros e Cones
Nula Em todos os pontos da superficie
Positiva 0

Negativa 0

Méaxima 0

Minima 0

Fonte: Autor

Tabela 3 — Anéalise de K': Esfera

Analise de K Superficie: Esfera

Nula 0

Positiva Em todos os pontos da superficie
Negativa 0

Maxima 0

Minima 0

Fonte: Autor

Tabela 4 — Anélise de K: Pseudo-esfera

Analise de K Superficie: Pseudo-esfera
Nula 0

Positiva 0

Negativa Em todos os pontos da superficie
Maxima 0

Minima 0

Fonte: Autor

Tabela 5 — Analise de K': Helicoide

Andlise de K Superficie: Helicoide

Nula 0

Positiva 0

Negativa Em todos os pontos da superficie
Maxima 0

Continua...
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Anadlise de K Superficie: Helicoide
Minima Nos pontos (u,v) = (u,0),com0 < u < 271 < ¢
Fonte: Autor

Figura 94 — Resumo: Curvatura Gaussiana do Helicoide

Fonte: Autor.

Tabela 6 — Andlise de K: Catenodide

Analise de K Superficie: Catendide

Nula 0

Positiva 0

Negativa Em todos os pontos da superficie
Maxima 0

Minima Nos pontos (u,v) = (u,0),com0 < u < 271 < ¢

Fonte: Autor

Figura 95 — Resumo: Curvatura Gaussiana do Catendide

Fonte: Autor.



Capitulo 3. SUPERFICIES REGULARES CLASSICAS: ESTUDO DA CURVATURA GAUSSIANA 154

Tabela 7 — Analise de K: Toro

Analise de K Superficie: Toro
T 3T
Nula Nos pontos (u,v) = <u, 2) e (u,v) = (u, 2), com0 < u < 2T < ny €ny
" m 3
Positiva Nos pontos (u,v) tal que 0 < v < 50U <v< 21 & Sy
. m 3
Negativa Nos pontos (u,v) tal que 5 <Uv< 5@ S1
Maxima Nos pontos (u,v) = (u,0) e (u,v) = (u,27) com 0 < u < 27w < M,
Minima Nos pontos (u,v) = (u,7), com 0 < u < 27 < m

Fonte: Autor

Figura 96 — Resumo: Curvatura Gaussiana do Toro

Fonte: Autor.

Tabela 8 — Analise de K: Chapéu de Scherlock

Analise de K Superficie: Chapéu de Scherlock

Nula Nos pontos (u,v) = (0,v),com0 < v < 27w < n

Positiva Nos pontos (u,v) talque 0 < u < 1 & Sy

Negativa Nos pontos (u,v) tal que —1 < u < 0 & S)

Maxima Nos pontos (u,v) = (z(B),v),com0 < v < 27 & M

Minima Nos pontos (u,v) = (z(A),v) e (u,v) = (z(C),v), 0 < v < 27 < my € my

Fonte: Autor
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Figura 97 — Resumo: Curvatura Gaussiana do Chapéu de Scherlock

Fonte: Autor.

Tabela 9 — Analise de K': Superficie de Enneper

Analise de K | Superficie: Superficie de Enneper
Nula 0

Positiva 0

Negativa Em todos os pontos da superficie
Maxima 0

Minima No ponto (u,v) = (0,0) < P

Fonte: Autor

Figura 98 — Resumo: Curvatura Gaussiana da Superficie de Enneper

Fonte: Autor.
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Tabela 10 — Andlise de K': Parabol6ide Eliptico

Andlise de K | Superficie: Paraboléide Eliptico
Nula 0

Positiva Em todos os pontos da superficie
Negativa 0

Maxima No ponto (u,v) = (0,0) < P
Minima 0

Fonte: Autor

Figura 99 — Resumo: Curvatura Gaussiana do Parabol6ide Eliptico

Fonte: Autor.

Tabela 11 — Anadlise de K': Parabolb6ide Hiperbdlico

Andlise de K | Superficie: Paraboléide Hiperbolico
Nula 0

Positiva 0

Negativa Em todos os pontos da superficie
Méaxima 0

Minima No ponto (u,v) = (0,0) < P

Fonte: Autor
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Figura 100 — Resumo: Curvatura Gaussiana do Parabolo6ide Hiperbélico

f |

z

Fonte: Autor.

Tabela 12 — Andlise de K: Elipsoide

Anadlise de K Superficie: Elipsoide

Nula 0

Positiva Em todos os pontos da superficie

Negativa 0

Maxima Nos pontos (0, g) <7r, g) e (27r, g) & My e Mg
Minima Nos pontos (u,0) e (u, ), com 0 < u < 2w < M; e M;

Fonte: Autor

Figura 101 — Resumo: Curvatura Gaussiana do Elipséide

Fonte: Autor.
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Tabela 13 — Andlise de K: Hiperboldide Eliptico de Uma

Folha
Analise de K | Superficie: Hiperboloide Eliptico de Uma Folha
Nula 0
Positiva 0
Negativa Em todos os pontos da superficie
Maxima 0
Minima Nos pontos (0,0), (0,7) e (0,27) < M; e Ms

Fonte: Autor

Figura 102 — Resumo: Curvatura Gaussiana do Hiperbolo6ide Eliptico de Uma Folha

4

Fonte: Autor.

Tabela 14 — Andlise de K: Hiperboldide Eliptico de

Duas Folhas
Analise de K | Superficie: Hiperbolodide Eliptico de Duas Folhas
Nula 0
Positiva Em todos os pontos da superficie
Negativa 0
Maxima Nos pontos (u,v) = (0,v),com0 <v <7< PeP
Minima

Fonte: Autor
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Figura 103 — Resumo: Curvatura Gaussiana do Hiperboléide Eliptico de Duas Folhas

Fonte: Autor.

Tabela 15 — Analise de K: Sela de Macaco

Analise de K Superficie: Sela de Macaco
Nula No ponto (u,v) = (0,0) < P
Positiva 0
Negativa Nos pontos (u,v) € R?, tais que (u,v) # (0,0)
Maxima No ponto (u,v) = (0,0) < P

. 1
Minima Nos pontos (u,v) € R?, tais que u? + v* = Noxi & C

Fonte: Autor

Figura 104 — Resumo: Curvatura Gaussiana da Sela de Macaco

Fonte: Autor.
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CONCLUSAO

Estudar a curvatura Gaussiana dos pontos de uma superficie regular nos permite
conhecer um pouco mais sobre as suas caracteristicas. Neste estudo trabalhamos
com as superficies regulares ja conhecidas pela grande maioria dos académicos de
matematica que estudam Geometria Diferencial a fim de dar-lhes mais detalhes sobre
essas superficies tao presentes em seus estudos.

O método sistematico para o célculo da expressao geral (K) da curvatura Gaus-
siana de uma superficie regular, apresentado no Capitulo 2 deste trabalho, mostrou-se
util ao longo do trabalho. O Teorema 1.7.1 nos garante que a curvatura Gaussiana é
uma propriedade intrinseca, o que implica que o seu valor em um ponto da superficie
depende somente de como as distancias sdo medidas sobre a superficie mas nao da
maneira como estas superficies estdo imersas no espaco.

Por meio das expressoes das curvaturas Gaussianas encontradas no Capitulo
2 concluimos diretamente que o plano, o cilindro (eliptico, circular, parabdlico e hiper-
bdlico) e o cone (eliptico e circular) possuem curvatura Gaussiana nula em todos os
seus pontos. Do mesmo modo também concluimos que a esfera e a pseudo-esfera
possuem curvatura Gaussiana constante nao-nula em todos os seus pontos, sendo a
curvatura Gaussiana da esfera um nuamero real positivo e da pseudo-esfera um namero
real negativo.

Também verificamos que o helicbide, o catendide, a superficie de Enneper, o
paraboléide hiperbdlico e o hiperbolbide eliptico de uma folha possuem curvatura Gaus-
siana negativa em todos os seus pontos. Analogamente, concluiu-se que o elipsoide, 0
paraboldide eliptico e o hiperbolodide eliptico de duas folhas possuem curvatura Gaus-
siana positiva em todos os seus pontos. Ja o toro e o chapéu de Scherlock possuem
pontos com curvatura Gaussiana nula, negativa e positiva.

Além disso, através das analises feitas em cima das expressdes das curvaturas
Gaussianas, verificamos que algumas superficies S possuem uma curva « ha qual
todos os pontos dessa curva sdo pontos onde a curvatura Gaussiana é maxima, como
no toro € no chapéu de Scherlock. No entanto, também verificamos casos onde a
curvatura Gaussiana € maxima apenas em um ponto p da superficie S, como no
caso do paraboloide eliptico e da sela de macaco. Analogamente para pontos onde a
curvatura Gaussiana € minima.

Por fim esperamos que este trabalho contribua para um maior conhecimento
sobre o comportamento da curvatura de superficies classicas em seus pontos e inspire
outros estudantes para o estudo de Geometria Diferencial.
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A MAXIMOS E MINIMOS DE FUNGCOES DE UMA E DUAS VARIAVEIS

Neste anexo estao as principais definicbes e teoremas que serao utilizados no
Capitulo 3. Para mais detalhes e aprofundamento sobre estes tépicos recomendamos
a leitura de Guidorizzi (2001a) e Guidorizzi (2001b).

A1 MAXIMOS E MINIMOS DE FUNCOES DE UMA VARIAVEL

Definicao A.1.1. Sejam f uma fungéo e p € D;. Dizemos que f(p) é valor maximo
global de f ou que p € um ponto de maximo global de f se, para todo x € Dy,

f(z) < fp).

Se, para todo = em Dy,
fx) = f(p),

diremos entéao que f(p) € o valor minimo global de f ou que p é um ponto de minimo
global de f.

Definicao A.1.2. Sejam f uma fungdo e p € D;. Dizemos que p é ponto de maximo
local de f se existirr > 0 tal que

f(z) < fp)

para todo x em (p — r,p +r) N Dy. Por outro lado, dizemos que p é ponto de minimo
local de f se existirr > 0 tal que

f(z) = f(p)
para todox em (p—r,p+r)N Dy.

Teorema A.1.1 (Condicdo Necessaria). Seja f uma fungéo derivavel em p, em que p é
um ponto interior a D¢. Uma condicdo necessaria para que p seja ponto de maximo ou
de minimo local é que

f'(p)=0.

Demonstragdo. A demonstracao deste teorema pode ser visto em Guidorizzi (2001a, p.
280).

Teorema A.1.2 (Condicao Suficiente). Sejam f uma funcao que admite derivada de
segunda ordem continua no intervalo aberto I ep € 1.

1. f'(p) =0e f"(p) > 0= p é ponto de minimo local.

2. f'(p)=0e f"(p) < 0= p éponto de maximo local.
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Demonstracdo. A demonstracao deste teorema pode ser visto em Guidorizzi (2001a, p.
281).

A.2 MAXIMOS E MINIMOS DE FUNGCOES DE DUAS VARIAVEIS

Definicdo A.2.1. Seja f(z,y) uma funcéo a valores reais e (x¢,vyy) € D;. Dizemos que
(zo,Y0) € ponto de maximo global de f se, para todo (x,y) € Dy,

f(x,y) < f(zo, o).

Diremos, neste caso, que f(xq,yo) € o valor maximo. Por outro lado se, para todo
(1’7 y) € Df:
f(x,y) > f(xo,%0)-

Diremos, neste caso, que f(z,yo) € o valor minimo.

Definicdo A.2.2. Segja f(x,y) uma fungdo a valores reais e (x,y,) € D;. Dizemos que
(x0,90) € ponto de maximo local de f se existir uma bola aberta B de centro (xzo, yo), tal
que

f(z,y) < f(@o,90)

para todo (x,y) € BN Dy. Por outro lado, dizemos que (zy,y,) € ponto de minimo local
de f se existir uma bola aberta B de centro (xy, ), tal que

f(z,y) = f(xo,90)

para todo (z,y) € BN Dy.

Os pontos de maximo e de minimo de uma funcao f denominan-se extremantes
de f.

Teorema A.2.1 (Condigao Necesséria 1). Seja (o, yo) um ponto interior de D e supo-

0 0 . - - L.
nha que af(aro, Yo) € E)f(xo, yo) existam. Nestas condigbes, uma condigdo necessaria
T Y

para que (xo, o) Seja um extremante local de f é que

0 0
5;(%7%) =0 e E)g(%,yo) = 0.

Demonstragéo. A demonstracao deste teorema pode ser visto em Guidorizzi (2001b, p.
309).

Teorema A.2.2 (Condigdo Necessaria 2). Seja f de classe C* e seja (x,y,) um ponto
interior do dominio de f. Uma condigdo necessaria para que (x,yo) Seja ponto de
maximo local de f € que (xy,yo) Seja ponto critico de f e, além disso,

82 f 82 f

@(1'073/0) <0 e TyQ(xo’y(J) <0.
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Por outro lado, uma condigdo necesaria para que (xq, yo) Seja ponto de minimo local de
f é que (x¢,yo) Seja ponto critico de f e, alem disso,

92 f 92 f
@(%,yo) >0 e 87y2(‘r07y0) > 0.

Demonstracdo. A demonstracdo deste teorema pode ser visto em Guidorizzi (2001b, p.
311).

Seja f(z,y) de classe C2. A fungdo dada por

Oy 2Ly
H(u,v) = ggx; 7 aggé}y 7
axay(m’y) aT/Q(x,y)

denomina-se hessiano de f. Observe que

0° 02 02 ’
e = Gt 5w = (5od e

Teorema A.2.3 (Condigao Suficiente). Sejam f(z,y) de classe C? e (xy,y,) um ponto
interior de D¢. Suponhamos que (x,yo) Seja ponto critico de f. Entdo

2

1. Se aé(xo, yo) > 0 e H(xo,yo) > 0, entdo (zy,yo) sera ponto de minimo local de
X

0? - , .,
2. Se e ]; (zo,y0) < 0 e H(xo,y0) > 0, entdo (xo,yo) Sera ponto de maximo local de
a

3. Se H(xo,y0) < 0, entdo (zo,y0) ndo sera extremante local. Nesta caso, (zo, yo)
sera ponto de sela.

4. Se H(zy,y0) = 0, nada se pode afirmar.

Demonstracdo. A demonstracao deste teorema pode ser visto em Guidorizzi (2001b, p.
313).
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