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RESUMO

O presente trabalho objetiva a elaboracéo de Sequéncias Didatica (SD) para o ensino de Raz0es
trigonomeétricas na circunferéncia: seno e cosseno. Trazemos o conceito de SD e como ela pode
colaborar na formacédo do professor de matematica. Metodologicamente desenvolvemos uma
pesquisa tedrica, pois, aprofundamos e discutimos os conhecimentos matematicos propondo
Sequéncias Didaticas para o ensino de razdes trigonométricas na circunferéncia. Concluimos
trazendo 5(cinco) Sequéncias Didaticas sobre Circunferéncia trigonométrica: seno e cosseno:
12 SD O radiano, unidade de medida de arco e de angulo; 22 SD Arcos trigonométricos, arcos
cdngruos, associando nlmeros reais aos pontos da circunferéncia; 32 SD Simetria; 42 SD Seno
e cosseno de um arco trigonométrico, e; 5% SD Reducéo ao 1° quadrante e Relacao fundamental
da trigonometria. A construcdo das sequéncias didaticas no ensino de trigonometria para a 22
série do Ensino Médio teve um papel importante, pois proporcionou a esta futura professora
organizacdo pedagogica, manuseio de recursos didaticos, como o GeoGebra, o planejamento
do tempo estimado para cada aula, conhecimento da Base Nacional Comum Curricular
(BNCC), enfim ferramentas indispensaveis para formacao do professor de matematica, que em
pratica realiza uma reflexao antes e depois de seu desenvolvimento.

Palavras-chave: Sequéncias Didéaticas, Razfes Trigonométricas, Seno, Cosseno, Formacao do

Professor de Matematica.



ABSTRACT

The present work aims at the elaboration of Didactic Sequences (SD) for the teaching of
trigonometric ratios in the circumference: sine and cosine. We bring the concept of SD and how
it can collaborate in the formation of the mathematics teacher. Methodologically we developed
a theoretical research, therefore, we deepened and discussed the mathematical knowledge
proposing Didactic Sequences for the teaching of trigonometric ratios in the circumference. We
conclude by bringing 5 (five) Didactic Sequences on Trigonometric Circumference: sine and
cosine: 1st SD The radian, unit of measurement of arc and angle; 2nd SD Trigonometric arcs,
congruent arcs, associating real numbers to the points on the circumference; 3rd SD Symmetry;
4th SD Sine and cosine of a trigonometric arc, and; 5th SD Reduction to the 1st quadrant and
Fundamental relation of trigonometry. The construction of didactic sequences in the teaching
of trigonometry for the 2nd grade of High School played an important role, as it provided this
future teacher with pedagogical organization, handling of didactic resources, such as GeoGebra,
the planning of the estimated time for each class, knowledge of the National Common
Curricular Base (BNCC), in short, indispensable tools for the training of mathematics teachers,
who in practice carry out a reflection before and after their development.

Keywords: Didactic Sequences, Trigonometric Ratios, Sine, Cosine, Mathematics Teacher
Training.



SUMARIO

APRESENTACAO. ...t eee et 10
1  OPERCURSO ATE A LICENCIATURA ....ocoiiieieeeee e, 111
2 CAPITULO TEORICO .....c.iiieieeeeeeceestese s et st enas s enes st ssn st enensss s 14
2.1 SEQUENCIA DIDATICA E FORMACAO DE PROFESSORES DE MATEMATICA 14
2.2 CIRCUNFERENCIA TRIGONOMETRICA: SENO E COSSENO..........ccccevevvrrerrinnnn. 17
3 METODOLOGIA DE PESQUISA .......ooeieteeeteeeteee ettt 44
4 AS SEQUENCIAS DIDATICAS PARA ENSINO DE RAZOES TRIGONOMETRICAS
NA CIRCUNFERENCIA: SENO E COSSENO.........coviveveeeiereeeeeeeeeeeseeeeeeeesiees e, 46
5 CONSIDERACGCOES FINAIS .......oviieeeiiereeeeeieseesesiee s ssseesees s sssensss s sensssnsnsnnens 76

REFERENCIAS ..o oot e et e e et e e e et et e e e e s et e e e e es e e e e es e e e e e e e ee e 77



10

APRESENTACAO

Neste trabalho exibiremos a construcdo de Sequéncias Didaticas para razdes
trigonométricas na circunferéncia: seno e cosseno, referente a turma da 22 série do Ensino
Médio, seguindo as orientacdes da Base Nacional Comum Curricular (BNCC) priorizando a
temética e habilidades desenvolvida em cada etapa da constru¢cdo com aprofundamento do
contetdo abordado.

Iniciaremos o capitulo 1, com o Percurso de vida e formacédo da autora, por conseguinte no
capitulo 2, trataremos dos aspectos tedricos que objetivam discutir o conceito de Sequéncia
Didética, a importancia para formagdo do professor de Matematica, e, conceitos matematicos
sobre circunferéncia trigonométrica: seno e cosseno. No capitulo 3, trazemos a Metodologia da
pesquisa, referindo-nos a BNCC do Ensino Médio, no que concerne as competéncias e
habilidades esperadas para o ensino e aprendizagem dos conte(dos que sdo o foco deste
trabalho: as razdes trigonométricas na circunferéncia para Seno e Cosseno; delimitamos quais
SD construir. Este capitulo também apresentard uma estrutura modelo para uma SD.

No capitulo 4 desenvolvemos 5(cinco) SD a primeira SD aborda o conceito de radiano,
unidade de medida de arco e de angulo, a segunda SD refere-se a arcos trigonométricos, arcos
cobngruos, e associando nimeros reais aos pontos da circunferéncia, na terceira SD trata-se de
Simetria, a quarta SD sobre Seno e cosseno de um arco trigonométrico, e quinta SD sobre
Reducdo ao 1° quadrante e Relacdo fundamental da trigonometria. Finalizamos com as
consideracOes finais objetivando trabalho e a elaboragdo da pesquisa para o ensino de

trigonometria na circunferéncia.
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1. O PERCURSO ATE A LICENCIATURA

Desde quando iniciei os estudos tive o incentivo da minha mée, que apesar de ter
concluido apenas o 1° grau, e ser bastante rigida com os estudos, sempre dialogava esclarecendo
que estudo seria um investimento do tempo presente com vista ao futuro. O Ensino
Fundamental e Médio cursei em escolas publicas, pois éramos muitos irmaos e o custo de vida
era alto. Meu pai era motorista de embarcacdo, viajava muito a trabalho e ndo estava presente
em nossa educacdo. Minhas séries iniciais foram na Escola Estadual Agnello Bittencourt na
cidade de Manaus-AM, cheguei na escola alfabetizada, pois, minha mée me ensinava em casa,
participava das reunides da escola e buscava estar presente em nossa educacdo, pois desde as
primeiras séries iniciais, tinha cuidados com a minha caligrafia, leitura e tabuada, sem falar no
comportamento em sala de aula. Deslocava-se com frequéncia & escola para averiguar sobre
meu comportamento e desenvolvimento em sala de aula, me sentia oprimida em relagéo a isso,
me prejudicando nas séries finais do Ensino Fundamental e Médio, pois minha mae nao
permitia conversar com outras pessoas.

Minha familia e eu mudamos para cidade de Boa Vista-RR, cursei 42 série até a 72 série
do Ensino Fundamental na Escola Estadual Jesus Nazareno de Souza Cruz, no inicio fui
chamada de novata pela turma e acabei sendo chacota por um longo periodo por causa do meu
sotaque, o0 que me incomodava sempre. Diante desta situacdo criei medo de perguntar qualquer
coisa ao professor e de me aproximar das pessoas, causando muitas dificuldades para me
expressar. Na 82 série precisei mudar para Escola Estadual Prof? Maria Nilce Macedo Brandéo,
caminhava em torno de 2 km de casa até a escola todos os dias pelo periodo da tarde. Na 1?
série do Ensino Médio voltei para a Escola Estadual Jesus Nazareno de Souza Cruz onde piorou
meu convivio social. Na época tive dificuldade em um contetido de Matematica pois havia
faltado uma aula anterior, e na aula seguinte expus ao professor minha duvida, mas ele foi
grosso comigo dizendo que eu ja deveria saber o assunto, por ser contetdo passado e que ndo
iria explicar novamente, acrescentando que eu poderia pegar com um colega, fiquei triste e com
vergonha da turma, mas eu ja tinha formulado a ideia que seria professora, pois eu gostava da
matematica, e isso me incentivou ainda mais, em ser uma professora que realmente gostasse de
ensinar, principalmente para um aluno que demonstre querer aprender. Me dediquei mais aos
estudos, o que causou problemas familiares, me sentia excluida por meus irméos, pois me
criticavam devido a minha mae dizer que seria o orgulho da familia, pois nenhum deles queria

saber de estudar.
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No ano de 2000 aos 16 anos de idade fui expulsa de casa, fui morar com meu namorado,
passei a trabalhar como auxiliar de cozinha em um restaurante e continuei os estudos, pegava
dois dnibus para ir para a escola e dois para voltar para casa. No ano de 2001 tive meu primeiro
filho com 17 nos, mas conclui a 12 série do Ensino Médio, no ano de 2002 aos 18 anos tive meu
segundo filho, e parei os estudos por dois anos, pois ndo tinha com quem deixa-los. Voltei para
0 Amazonas e no mesmo ano de 2004 conclui a 22 série do Ensino Médio na Escola Estadual
Roberto dos Santos Vieira, pegava dois transportes para ir e para voltar para casa. Mas no ano
de 2005 retornei para Boa Vista-RR, pois meu pai havia adoecido e estava muito doente no
hospital, e minha mae passando por necessidades financeiras, no mesmo ano conclui a 32 série
do Ensino Médio na escola Estadual Professora Maria Nilce Macedo Branddo na modalidade
de ensino de Educacéo de Jovens e Adultos ensino (EJA).

Em outubro de 2006 meu pai teve sua saude comprometida e acabou falecendo, sofri
muito com a perda do meu pai. No ano de 2007 tive outro filho, devido n&o ter condicéo
financeira, moradia fixa, sem profisséo, resolvi estudar para fazer um curso superior, com
objetivo em dar um conforto melhor para os meus filhos. Estudava sozinha, em casa com livros
da escola, pois ndo tinha condicdes de pagar cursinho preparatorios, me dediquei 0 maximo que
pude até fazer a prova do vestibular e passar. No ano de 2009 comecei a fazer o curso de
Licenciatura em Matematica na Universidade Federal de Roraima, foi uma alegria para mim e
minha familia, principalmente para minha m&e. O primeiro ano foi tranquilo, mas acabei
engravidando mais uma vez, desde entdo passei por muitos problemas. Em 2010, sem condicdes
de pagar para que cuidassem dos meus filhos, acabei trancando o curso, apds um ano retornei
para UFRR. Meu trajeto se tornou longo e cansativo, saia pela manha do bairro Jardim Carand
para o bairro Cambara de bicicleta para ensinar meus sobrinhos a ler, recebia uma ajuda de
custo por isso e alguns mantimentos. Retornava as 11h da manha para fazer almogo, tomar
banho, levar os filhos para escola e depois pegar o 6nibus para UFRR. Tranquei disciplina por
varias vezes, desisti de outras devido o cansago me vencer e acabava ndo dando conta das
atividades ou faltando as aulas, perdendo contetido e explicacOes, resultando em muitas
reprovagdes, em meios aos problemas continuei e conclui 75% do curso.

Em 2016 em pleno sabado eu precisava muito estudar para uma prova importante que
seria numa segunda-feira pois ja havia repetido e reprovado em Analise Real outras vezes, mas
por conta do destino, meu filho mais velho veio a 6bito com 15 anos de idade vitima de
afogamento no rio Cauamé, ndo tive forgas e nem animo para continuar, me afastei de tudo e
de todos me isolando para vida. No ano 2017 resolvi dar continuidade ao curso, e no decorrer

do caminho sofri um acidente de moto, passei um més com a perna impossibilitada de andar o
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que me prejudicou em algumas disciplinas. Minha grade curricular foi modificada
automaticamente, aumentando a carga horéria a ser cumprida, em 2019 ja estava passando por
um processo de jubilamento, exatamente no més de marco de 2019 minha filha é acometida de
uma doenca grave e precisou ficar internada por 3 meses e 18 dias com diagnostico de artrite
séptica, osteomelite, e trombose vascular profunda (TVP). Nesse mesmo ano fui jubilada do
curso sofri, chorei muito. Mas minha filha venceu a doenca e seguiu tratamento em casa. No
mesmo ano participei do ENEM 2019, e fiz a prova apenas para testar conhecimento, no ano
seguinte 2020, gravida voltei a cursar Licenciatura em matematica na Universidade Federal de
Roraima de forma nédo presencial, pois entramos em uma pandemia provocada pelo novo
coronavirus que levou pessoas ao adoecimento pela COVID19, a vantagem foi aproveitar as
disciplinas ja cursadas anteriormente e dar prosseguimento ao curso.

O ensino se deu de forma remota (online), através de aplicativos com Skype, Google
Meet, Google sala de aula, ambiente virtual de aprendizagem (AVA), Jamboard, SIGAA e
grupos de Whats App o que foi novidade, pois tive que aprender a usar novas ferramentas de
ensino durante as aulas sincronas e assincronas. E na disciplina de Matematica para ensinar
nameros e operaces que tive o conhecimento sobre Sequéncias Didaticas, onde aprendi a
elabora-las despertando interesse pelo assunto.

No semestre 2021.2 retornamos presencialmente com limitacbes de aulas para
seguranca de todos e mantendo os devidos cuidados, mesmo acreditando que este ainda nao
seria 0 melhor momento para retornar as atividades presenciais, mas enfim agora redigindo meu
TCC sobre Sequéncias didaticas para razdes trigonométricas na circunferéncia: seno e cosseno,
para apresentacao, avaliacdo e conclusao deste curso, pois a Matematica sempre foi 0 que quis
fazer, mesmo com tropecos e dificuldades nesse longo percurso e jornada deste curso. Muitos
dos que entraram comigo desistiram, outros trocaram de curso e eu permaneci, muitas memaorias
ficaram gravadas sejam boas ou ruins, de alguma forma serviu de incentivo para ndo desistir,
fui guerreira e venci. De muitas amizades que fiz com algumas delas cheguei no fim dessa

etapa.
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2 CAPITULO TEORICO

Neste capitulo o objetivo é discutir sobre o conceito de Sequéncia Didéatica, a
importancia para formacdo do professor de Matematica e 0s conceitos matematicos sobre

circunferéncia trigonométrica principalmente seno e cosseno.

2.1 SEQUENCIA DIDATICA E FORMACAO DE PROFESSORES DE MATEMATICA

Para desenvolvermos esta tomamos como referéncias tedricas Zabala (1998), e, Costa e

Gongcalves (2016). Nesta secdo apresentamos o conceito de Sequéncia Didatica como sendo:

“[...] um conjunto de atividades ordenadas, estruturadas e articuladas para a realizacéo
de certos objetivos educacionais, que tem como principio e um fim conhecidos tanto
pelo professor como pelos seus alunos” (ZABALA,1998 apud COSTA,
GONCALVES, 2016, p.6).

Devemos pontuar diferenca entre os conceitos de atividade didatica e sequéncia
didatica, segundo os autores Costa e Goncalves (2016), uma atividade ndo precisa ter
sequéncia, diferentemente da sequéncia didatica que se refere como um conjunto de atividades
que se inter-relacionam entre si. Portanto nem toda atividade pode ter objetivos educacionais,
mesmo que desenvolvido em sala de aula. Para Zabala (1998, p.53) a SD é um elemento
diferenciador das atividades metodologicas ou forma de ensinar™.

O autor considera que objetivo ndo consiste em avaliar determinados métodos, nem
propor nenhum em conclusdo, mas esclarecer sobre os instrumentos que permitem introduzir
nas diferentes formas de intervencdo aquelas atividades que possibilitem melhoras na atuacéao

do professor em sala de aula:

“[...] introduzir nas diferentes formas de intervencdo aquelas atividades que
possibilitem uma melhora de nossa atuacdo nas aulas, como resultado de um
conhecimento mais profundo das variaveis que intervém e do papel que cada uma
delas tem no processo de ensino e aprendizagem” (ZABALA, 1998, p.54).

Nesta concepc¢éo, o planejamento de uma sequéncia didatica envolve um conjunto de
diferentes formas de intervencdo no processo educativo, a importancia da interatividade, a
relacdo (didlogo) entre aluno/professor e aluno/aluno (convivéncia é fundamental) preliminar
a aprendizagem, o contetdo a ser desenvolvido, interagdes abordadas quanto ao conteldo,
observagdes no desenvolvimento e disposicdo de todos nas atividades, o tempo, espaco e
recursos didaticos utilizados, avaliagdo, reflexdo no planejamento da sequéncia didatica para

que a construcdo tenha fundamentacdo necessaria para seu desenvolvimento e sua aplicacéo
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tenha éxito. Conforme o autor é preciso levar em conta a principal das inten¢des educacionais

na definigcdo dos contetdos de aprendizagem e do papel das atividades que se propdem:

“desta forma, havera uma grande diferenca entre um ensino que considere contetido
de aprendizagem, por exemplo a observacdo dos fendmenos naturais, e 0 que situe
num lugar de destaque as atitudes ou determinadas habilidades sociais, 0 que
determinard um tipo de contelido, algumas atividades e, sobretudo, um tipo de
sequéncia” (ZABALA, 1998, p.54).

Zabala (1998), explana, ainda, a importancia da identificacdo das fases de uma
sequéncia didatica, as atividades que a correspondem e as relacbes que se estabelecem para
compreensdo do valor educacional e, verifica possiveis modificacBes a serem introduzidas, com

objetivo de melhorar a aprendizagens dos conteddos.

“portanto, a identificagdo das fases de uma sequéncia didatica, as atividades que a
conformam e as relagBes que se estabelecem devem nos servir para compreender o
valor educacional que tem, as razdes que as justificam e a necessidade de introduzir
mudancas ou atividades novas que a melhorem” (ZABALA,1998, p.54).

Conforme autor é preciso fazer uma analise as referéncias (sequéncias ou unidades
didaticas) relacionadas a forma de ensinar, os resultados positivos encontrados com finalidades
no processo de aprendizagem, o conhecimento dos processos subjacente a aprendizagem e o
contexto educativo em que se realizam, de certa forma, se estdo incompletas e precisam de

mudangas, adaptacdes a serem realizadas para suprir as necessidades educacionais dos alunos:

“o que nos interessa desta analise é reconhecer as possibilidades e as caréncias de cada
unidade, com o fim de que nos permita compreender outras propostas e reconhecer,
em cada momento, aquelas sequéncias que se adaptam mais as necessidades
educacionais de nossos alunos” (ZABALA,1998, p.59)

A partir disto, ampliando a unidade de andlise através da construcdo e implementacéo

de novas préticas:

“afirma que quando colocamos essas atividades numa série ou sequéncia significativa,
ampliando a unidade de andlise elementar (atividades e tarefas) para uma nova
unidade, identificaremos as sequéncias de atividades ou sequéncias didaticas como
unidade preferencial para uma analise pratica (implementacdo de novas préaticas),
permitindo estudar e avaliar sob uma perspectiva processual, incluindo as fases de
planejamento, aplicagio e avaliagdo” (ZABALA,1998 apud COSTA, GONCALVES
2016).

Costa e Gongalves (2016) inferem que o processo de construcdo de sequéncia didatica
como (pro)motor da Educacdo Matemaética na formacao de professores, pode ser compreendida
como uma metodologia de formacgédo de professores, pois é através do processo de construcéo
de Sequéncia Didética que o futuro professor vivenciara na préatica as contribuigdes que podem
ser relacionadas no processo de ensino e aprendizagem, corroborando com a conceituacéo de

Zabala (1998).
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As possibilidades de articular diferentes conteudos, ampliar e refletir sobre o
conhecimento didatico, os tipos de atividades a serem desenvolvidas e a maneira como serdo
desenvolvidas é importante no processo reflexivo do professor pois, 0 mesmo podera refletir se
a SD é adequada para ensinar, e as metodologias escolhidas sdo suficientes.

Zabala (1998) diz que os tipos de atividades e a maneira de articul-las, sdo um dos
tracos diferencidveis que determinam a especificidade de muitas propostas didaticas, desde a
escolha do tema, observacao, avaliacdo, exercicios, aplicacdes. 1sso nos mostra a importancia
de uma SD para a formacdo do professor, pois se um professor sabe elaborar uma SD, que
favoreca a aprendizagem dos alunos com foco nos objetivos ja estipulados em seu
planejamento, entdo isso significa que ele estd preparado tanto na parte conceitual quanto na
metodologia.

Assim podemos entender que a SD pode ser utilizada para elaborar série de atividades
de uma determinada habilidade definindo o tipo de contetudo e o tipo de sequéncia, nos
permitindo introduzir diferentes maneiras de aplicar um determinado contetdo, e através dos
resultados alcancados refletir em que podemos melhorar e analisar a necessidade de introduzir
mudancas, ou seja, incluir atividades novas que contribuam na aprendizagem ou eliminéa-las , o
que levarad o professor a pensar, planejar, criar mecanismos que promovam articulacdes no
ensino entre a parte tedrica e a pratica, construindo suas proprias interpretacfes e concepcdes
relacionado ao ensino e aprendizagem.

Os autores sugerem que para o fortalecimento da Educacdo Matematica (EM) é preciso

que:

“se criem mecanismos que permitem ser pensados, planejados e desenvolvidos em
sala de aula, promovendo uma articulagdo entre as concepgdes e abordagem tedricas
da EM com um momento prético vivenciado pelo professor ou educador matematico,
para que este possa construir suas proprias interpretaces, concepgdes sobre o
processo de ensino e aprendizagem da Matematica” (COSTA, GONCALVES, 2016,

p.3).

Durante a formag&o do professor podemos vivenciar experiéncias que nos aproximam
da préatica de ensino, mas o educador estad apto e capaz de transmitir seus conhecimentos
adquirido ao percurso de sua formagdo? E o professor-formador mostrou caminhos para que se
desenvolvam préticas que possibilitem a pensar, planejar estratégias de ensino?

Diante do que estudamos podemos dizer que Sequéncia Didatica € uma sequéncia de
atividades desenvolvida na elaboracdo de atividades de um determinado contetddo formulado
de diferentes possibilidades de ensino e aprendizagem, possibilitando a construcdo do

conhecimento e reflexdo do fazer pedagogico contribuindo na formacéo do professor.
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Na proxima secdo vamos nos dedicar a apresentar contetdos matematicos dentro da

tematica deste trabalho, a Circunferéncia trigonométrica.

2.2  CIRCUNFERENCIA TRIGONOMETRICA: SENO E COSSENO

Esta secdo é fundamentando em lezzi (2013), abordaremos 0s conceitos de
circunferéncia trigonométrica: seno e cosseno. Nesta se¢do também assumiremos ja conhecer
0S conceito de ponto, reta, distdncia entre pontos, semirretas, angulo de reta, e sistema
cartesiano ortogonal. Conheceremos elementos fundamentais para aprofundarmos o conceito

de circunferéncia trigonométrica como arcos de circunferéncia, medidas de arcos e angulos.

Arcos de circunferéncias

Definicdo 2.1: Consideremos uma circunferéncia de centro O e um angulo central AOB, sendo
A e B pontos que pertencem aos lados do angulo e a circunferéncia. Dividindo a circunferéncia

em duas partes, onde cada uma é um arco de circunferéncia:

Figura 1 - Arco de Circunferéncia

Fonte: Elaborado pela autora

Obtemos:

e Arco de circunferéncia AXB.

e Arco de circunferéncia AYB.

Note que os pontos A e B sdo extremidades dos arcos. Se 0s pontos A e B sdo extremidades
de um didmetro, temos dois arcos, cada um é chamado de semicircunferéncia, ou seja,

AXB e AYB sdo semicircunferéncias.
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Figura 2 - Semicircunferéncia

A
=
oce
<
Y

Fonte: Elaborado pela autora

Se o0s pontos A e B coincidem, eles determinam dois arcos: um deles € um ponto (denominado

arco nulo) e o outro é a circunferéncia (denominado arco de uma volta).

Figura 3 - Arco de uma volta

Fonte: Elaborado pela autora

Medida de arcos

Nesta subsecdo objetivamos comparar os comprimentos de dois arcos AB e CD, para

estabelecer um método que permita mensura-los.

Figura 4 - Comprimento de dois arcos

O
o
w
>

Fonte: Elaborado pela autora
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A medida de um arco AB, em relagdo a um arco unitario u (u nfo nulo e de mesmo raio que
AB) é 0 nimero real que exprime quantas vezes 0 arco u “cabe” no arco AB. Conforme a figura

5, 0 arco u cabe 6 vezes no arco AB, entdo a medida do arco AB é 6, isto é, arco AB= 6.arco u.

Figura 5 - Medida de Arco unitario
B

A
Fonte: Elaborado pela autora

e N , R 1 . A . .
Definicdo 2.2: O Grau é um arco unitario igual a 360 da circunferéncia que contém o arco a ser

medido. Denotamos pelo simbolo °.
Observa-se na figura 6 que: o angulo central é o angulo AOB, pois tem o vértice O no centro

da circunferéncia, e o arco AB esta em correspondéncia com angulo central AOB.

Figura 6 - Angulo central AOB

Fonte: Elaborado pela autora

Tomando-se a unidade de arco (arco unitario) o arco definido por um angulo central unitario
(unidade de angulo) temos consequentemente que a medida de um arco de circunferéncia é
igual @ medida do &ngulo central correspondente. Denotaremos por m a aplica¢do que calcula

essa medida.
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Figura 7 - Angulo central correspondente

Fonte: Elaborado pela autora
m(4B) = m(AF") = m(A7B") = 45°

Definicdo 2.3: O Radianos é um arco unitario cujo comprimento é igual ao raio r da
circunferéncia que contém o arco a ser medido. Denotaremos pelo simbolo rad. A figura 8
ilustra um arco unitario em radianos, isto é:
m(AB) = 1rad
Figura 8 - Arco unitério

A

Fonte: Elaborado pela autora

Sabemos que uma circunferéncia mede 360°, para saber sua medida em radiano considere uma
circunferéncia cujo raio tenha medida . O comprimento da circunferéncia ¢ 2zr e sua medida

x pode ser obtida em radianos por meio da regra de trés:
lrad—r
X — 2nr

2
consequentemente: X = =—rad = 27rad.

Portanto, a medida da circunferéncia é 2rtrad em radianos.

Agora, podemos estabelecer uma correspondéncia para conversdo das unidades. Uma medida

em radianos € equivalente a uma medida em graus se sao medidas de um mesmo arco, entao:

360° equivale 2mrad

180° equivale rad
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Esta equivaléncia nos permite transformar unidades, ou seja, dada a medida de um arco em
graus, podemos obter a medida deste arco em radianos e vice-versa, por meio da utilizagao da

regra de trés.
Exemplol: Obtenha a medida em radianos, equivalente a 120°.
nrad — 180°
x—120°

120 2
Logo: x = “Zrad = Zrad.
180 3

Medida de angulos
Para medir em radianos um angulo aOb, devemos construir uma circunferéncia de centro O e

raio r e verificar quantos radianos mede o arco AB, isto é, calcular o quociente entre o

. — . . A 4 .
comprimento £ do arco AB, e 0 raio r da circunferéncia: o = ;(u em radianos).

Figura 9 - Circunferéncia de centro O e raio

a

Fonte: Elaborado pela autora

Exemplo 2: Calcule o comprimento | do arco AB definido numa circunferéncia de medida r =

10 c¢m, por um angulo central 60°, conforme ilustra Figura 10.

Figura 10 - angulo a0b

a

Fonte: Elaborado pela autora
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Solugéo: convertido em radianos, o angulo a0b tem medida igual a:

T

a= 3 rad
entéo:
a=£ :>l=a.r=g.10
Portanto:
1 =322% — 10,472 cm.

Recordando: um grau se divide em 60' (60 minutos) e um minuto se divide me 60" (60

segundos).

Exemplo 3: Seja o angulo central aOb que determina uma circunferéncia de raio r = 5cm, um

arco AB, de medida £ = 8 cm, determine a medida de aOb.

t_8_ 1,6 rad
r 5
Ciclo trigonométrico

Definicdo 2.4: Consideremos uma circunferéncia A de centro O e raio unitério (r = 1), cujo
centro coincida com a origem de um sistema cartesiano ortogonal uOv. O comprimento desta

circunferéncia € 2m, pois I = 1.

Figura 11 - Circunferéncia A

Fonte: Elaborado pela autora
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Associando a cada namero real x, com 0 < x < 2x, um tnico ponto P da circunferéncia A da
seguinte forma, considere A com interse¢do do eixo das abcissas com a circunferéncia.
* Se x = 0 entdo P coincide com A.

Figura 12 - P coincide com A

YA

cy

A (0] A

1}
w

Fonte: Elaborado pela autora
* Se x > 0 entdo realizamos a partir de A um percurso de comprimento X, sentindo anti-horario,
e marcamos P como ponto final do percurso.

Figura 13 - Comprimento do arco

Vi
B

X

cy

B’

Fonte: Elaborado pela autora
* Se 0 ponto P esta associado ao nimero x, dizemos que P € a imagem de x na circunferéncia.
Exemplo 4: Considere o arco AB de medidag rad.

Figura 14 - Imagem de ~ rad é B

Vi
B

-y

B'

Fonte: Elaborado pela autora
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Exemplo 5: Considere 0 arco AA’ de medida @ rad.
Figura 15 - A imagem de w é A'

}

<y

I
N

B

Fonte: Elaborado pela autora

Segundo Paiva (2010), as razdes trigonométricas seno, cosseno, tangente de um angulo agudo
retangulo, ndo depende do tamanho do tridngulo, mas sim da medida do angulo. Para construir
uma tabela com essas razdes, para varios angulos, podem ser considerados triangulo retangulos
que tenham hipotenusas de mesma medida e fazer variar a medida do angulo agudo. Desta

forma teremos quantos triangulos retangulos quisermos, observe a figura abaixo:

Figura 16 - Tridangulos retangulos na circunferéncia

I~ [ - I~
(@] E D’ c B

Fonte: Elaborado pela autora

e Os vertices B, C, D e E pertencem a mesma circunferéncia. As hipotenusas dos
triangulos BOB', COC', DOD' e EOE' tem a mesma medida.

e Adotando a medida da hipotenusa como unidade (1), o seno e cosseno do angulo agudo
do vértice O de cada um destes triangulos seréo, respectivamente a medida do cateto

oposto e a medida do cateto adjacente a esse angulo.
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Exemplo: no triangulo retangulo BOB', com m(BC)B’) = a, podemos obter:

BB' BB’ )
sena ﬁ = T = BB
OB' OB’ ,
cos a O_B = ER = o0oB

Logo, o seno e cosseno do angulo de medida a sdo a medida do cateto oposto a a(BB') e a
medida do cateto adjacente a(OB"), respectivamente, quando a hipotenusa é adotada com
unidade 1.

Essas ideias levaram os matematicos a definir as razdes trigonométricas em uma circunferéncia
chamada de circunferéncia trigonométrica, na qual os conceitos de seno, cosseno e tangente

sdo estendidos também para angulos nao agudos.
Construcdo da circunferéncia trigonomeétrica

» O ponto A(1,0) é a origem de todos os arcos a serem medidos na circunferéncia.

« Se um arco for medido no sentido horario, entdo sera atribuido o sinal negativo (-) a essa
medida.

« Se o arco for medido no sentido anti-horario, entdo seré atribuido o sinal positivo (+) a essa
medida.

« O eixo coordenado divide o plano cartesiano em quatro regides denominadas quadrantes
(Q), que a partir do ponto A sdo enumeradas no sentido anti-horario:

Figura 17 - Ciclo trigonométrico
A

1 .
L ]

nQ Q

L
@

na vaQ

1 |-

Fonte: Elaborado pela autora

Para o estudo das razdes trigonométricas na circunferéncia associaremos ao ciclo

trigonométrico de origem A e raio OA, em que OA é a medida do segmento igual a 1, e 0s

quatro eixos u e v.
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Figura 18 - Eixo0s seno e cosseno
\ 4i

B

Fonte: Elaborado pela autora
1°) eixo dos cossenos (u), direcdo 04, sentido positivo O — A4

2°) eixo dos senos (v), direcdo perpendicular a u, passando por O sentido positivo O — B, sendo

B tal que AB ==

~.
Como os eixos dividem a circunferéncia em quatro arcos: AB,BA’, A'B’ e B'A. Dado um

namero real x, usaremos a linguagem para localizar a imagem de P de x no ciclo.

* x esta no 1° quadrante < P € AB. « x esta no 3° quadrante<s P € A'B.
« x esta no 2° quadrantee P € BA'. * X esta no 4° quadrante < P € B'A.
Seno

Definigdo 2.5: Dado um numero real x € [0, 2] , seja P sua imagem no ciclo trigonométrico.
Denominamos seno de x a coordenada Py do ponto P em relacdo ao sistema uOv. llustra-se

sen x na Figura 19.

Figura 19 - Seno de x

v

Fonte: Elaborado pela autora
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Para cada nimero real x € [0, 2x) existe uma Unica imagem dado pelo ponto P e para cada P

existe tem um Unico valor para m(OP;).

Figura 20 - Imagem de P no eixo do seno

6
Fonte: Elaborado pela autora

Propriedades
1%) Se x pertence ao primeiro ou ao segundo quadrante, entdo sen x é positivo. O ponto P esta

acima do eixo u e sua ordenada € positiva.

Figura 21 - sen x é positivo

Fonte: Elaborado pela autora

0<OP:1<1 0<O0OPi<1

O<senx<1 O<senx<1
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2%) Se x percorre ao terceiro quadrante ou ao quarto quadrante, entdo sen x é negativo. O ponto

O esta abaixo do eixo u e sua ordenada € negativa.

Figura 22 - sen x é negativo

v A v A

Fonte: Elaborado pela autora
—1<senx< 0 —1< senx< 0

Portanto para todo x € [0, 2x), temos -1 < sen x < 1, consequentemente -1 é o valor minimo e

1 é o valor méximo de sen x.
3% Se x percorre ao primeiro ou quarto quadrante entdo sen x é crescente:
e sen x € crescente, pois x percorre ao 1° quadrante.

Figura 23 - sen x é crescente no 1°quadrante

Fonte: Elaborado pela autora

Considere os arcos AB, AC, e AD todos no 1° quadrante, tais que m(AB) < m(AC) < m(AD).
Em correspondéncia OB, < OC; < OD;, ou seja, sen x cresce quando x percorre o 1°
quadrante.

e sen x € crescente, pois x percorre ao 4° quadrante.
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Figura 24 - sen x € crescente no 4° quadrante

r v A

™ D DL
G

L | 1

Fol----<

Fonte: Elaborado pela autora
Considere os arcos AE, AF, e AG todos no 4° quadrante, tais que m(AE) < m(4F) < m(4G),
em correspondéncia OE; < OF; < 0G4, ou seja, sen x cresce quando x percorre 0 4°

quadrante.
4%) Se x percorre ao segundo quadrante ou ao terceiro quadrante, entdo sen x é decrescente.

e sen x € decrescente pois percorre 0 2° quadrante.

Figura 25 - sen x é decrescente no 2° quadrante

vir v

Fonte: Elaborado pela autora

Considere os arcos AB, ACe AD todos no 2° quadrante, tais que m(AB) < m(AC) < m(AD),
em correspondéncia OB; > OC; > 0OD,,0u seja, sen x decresce quando X percorre 0 2°

quadrante.
e sen x € decrescente quando x percorre o 3° quadrante.

Figura 26 - sen x é decrescente no 3° quadrante

v

I N
S L

Fonte: Elaborado pela autora
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Considere os arcos AE, AFe AG todos no 3° quadrante, tais que m(AE) < m(4F) < m(4G),
e OE; > OF; > 0G,,0u seja, sen x decresce quando x percorre 0 3° quadrante. O Sinal de

sen x também pode ser sintetizado pela figura baixo:

Figura 27 - Variagéo de sinal do seno

S€TLO0 |

y

g
K

Fonte: Elaborado pela autora

Cosseno

Defini¢do 2.6: Dado um numero real xe [0, 21|, seja P sua imagem no ciclo trigonométrico.
Denominamos cosseno de x(indicamos cos x) a abscissa 0P, do ponto P em relacdo ao sistema

uOv.
Figura 28 - Cosseno de x
Vi

=)

o

O P

cy

2

Fonte: Elaborado pela autora

Para cada numero real xe [0,2m], existe uma unica imagem dado pelo ponto P, e para cada

ponto P existe um Unico valor para cos x (OP2 = cos x). Observe a ilustracdo na Figura 29.
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Figura 29 - Imagem de P em relagéo a x

L
6

Fonte: Elaborado pela autora
Propriedades

1%) Se x percorre ao primeiro ou ao quarto quadrante, entdo cos x € positivo. O ponto P estd a

direita do eixo v e sua abscissa € positiva.

Figura 30 - Cosseno de x é positivo

XA

ARy

\

P

Fonte: Elaborado pela autora

0<o0P, <1 0<o0P,<1

0<cosx<1 0 <cosx<1

2%) Se x percorre ao segundo ou ao terceiro quadrante, entdo cos x € negativo. O ponto P est

a esquerda do eixo v e sua abscissa é sempre negativa, observe a Figura 31.
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Figura 31 - Cosseno de x é negativo

A
W,

v

A U

Fonte: Elaborado pela autora
-1< 0P, <0 -1 <0P,<0
—1<cosx< 0 -1 <cosx< 0
Portanto, para todo x € [0,21], temos -1< cos x < 1, isto é, -1 e +1 sdo valores minimo e maximo
da abscissa OP,, ou seja, do cosseno.

3% Se x percorre 0 primeiro ou o segundo quadrante, entdo cos x é decrescente.

e COs X é decrescente pois x percorre 0 1° quadrante.
Figura 32 - cos x € decrescente

v va VA
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\

N
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Fonte: Elaborado pela autora

Considere os arcos AB, ACe AD todos no 1° quadrante, tais que m(AB) < m(AC) < m(4D),
em correspondéncia OB, > 0C, > OD,, ou seja, cos x decresce quando x percorre 0 1°

quadrante.
e cosx é decrescente pois x percorre no 2° quadrante.

Figura 33 - cos x é decrescente
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N
X

Fonte: Elaborado pela autora
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Considere os arcos AE, AFe AG todos no 2° quadrante, tais que m(AE) < m(AF) < m(4G),
em correspondéncia OE, > OF, > 0G,, ou seja, cos x decresce quando x percorre 0 2°

quadrante.

4%) Se x percorre ao terceiro ou ao quadrante, entdo cos x é crescente.

e cos x é crescente pois x percorre no 3° quadrante.

Figura 34 - Cosseno x € crescente

Fonte: Elaborado pela autora
Considere os arcos AB, AC e AD todos no 3° quadrante, tais que m(AB) < m(AC) < m(AD),
em correspondéncia OB, < 0C, < OD,, ou seja, cos x cresce quando x percorre o 3°

quadrante.

e cosx é crescente pois x percorre no 4° quadrante.

Figura 35 - Cosseno x é crescente
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Fonte: Elaborado pela autora
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Considere os arcos AE, AF e AG todos no 4° quadrante, tais que m(AE) < m(AF) < m(4G),

em correspondéncia OF, < OF, < 0G,, 0u Seja, cos x cresce quando x percorre 0 4° quadrante.

O sinal de cos x também pode ser sintetizado assim:
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Figura 36 - Variagéo de sinal do cosseno

+

/
cosseno
— +

Fonte: Elaborado pela autora

Simetrias
Conforme Paiva (2010), € importante saber relacionar medidas de arcos trigonométricos
com extremidades simétricas em relacdo a um dos eixos coordenados ou a origem do sistema

cartesiano e calcular senos, cossenos, tangentes, etc, destes arcos.

Considere o0 ponto M da circunferéncia trigonométrica, associado a medida 30°, pelo o ponto
M tracemos trés retas: a perpendicular ao eixo das ordenadas, a que passa pela origem do
sistema e a perpendicular ao eixo das abscissas, todas interceptando a circunferéncia nos pontos

N, P e Q respectivamente.

Figura 37 - N, P e Q pontos simétricos de M

Fonte: Elaborado pela autora

Os pontos N, P e Q sdo chamados de simétricos (ou correspondentes) do ponto M. Agora,
determinemos as medidas x (0° < x < 360°) associadas a esses pontos:

Figura 38 - medidas x(com 0° < x < 360°) associadas aos pontos

(180° — 30°) NV M (30°)
30° 305 | A
303 0%

(180° + 30°) P Q (360° — 30°)

Fonte: Elaborado pela autora
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+ Os angulos NOE e MOF tem a mesma medida, pois os tridngulos NOE e MOF s&o

congruentes e o arco trigonométrico AN mede 180° — 30°, ou seja 150°.

+ Os angulos POE e MOF tem a mesma medida, pois sdo opostos pelo vértice e o arco

trigonométrico AP mede 180° + 30°, ou seja, 210°.

+ Os angulos QOFe MOF tem a mesma medida, pois os triangulos QOF e MOF s&o

congruentes, e o0 arco trigonométrico AQ mede 360° — 30°, ou seja, 330°.

Generalizando os resultados temos:

Figura 39 - o uma medida em grau Figura 40 - o uma medida em radiano

A A

(180° — a)N . M(o) (m — ‘*)N/._._ M(a)
o1 | A o .

o
-

(180° + )P JQ(%O" —a) (m+ a)P Q2 — «)

Fonte: Elaborado pela autora Fonte: Elaborado pela autora

Rela¢bes fundamentais

Segundo Paiva (2010) dado um arco trigonométrico de medida a, vale a relagdo:
sena + cos?a =1

Vejamos, a é a medida de um arco com extremidade no 1° quadrante conforme Figura abaixo:

Figura 41 - Tridangulo retangulo na circunferéncia

Fonte: Elaborado pela autora

Aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo OMP temos:

(PM)? + (OP)* = (OM)*?
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sabemos que:
PM =sena, OP =cosa,e OM =1
Substituindo nas férmulas temos que:
sena + cos’a =1
Desta relagdo podemos obter ainda:

o sen’a =1-—cos’a

e cos’a=1-sen’a
Arcos notaveis

Nesta subsecdo definiremos o conceito de poligono regular, conforme Osvaldo Dolce (2013),

e estenderemos para Arcos notaveis.

Definicdo 2.7: Um poligono convexo € regular, se e somente se, tem todos os seus lados

congruentes e todos os seus angulos internos congruentes.

Resumidamente, os poligonos sdo chamados regulares quando sdo convexos, ou seja, possuem

os lados com a mesma medida e todos os angulos internos congruentes.

Conforme lezzi (2013), as razGes trigonométricas dos reais x = g n € N en > 3, podem ser

calculadas a partir de #,,, que é o lado do poligono regular de n lados inscrito na circunferéncia.

Teorema: Paratodon € N en > 3, vale a relagéo:

T 4y
sen = >
Considere
~ T
AOP = AOP' = —
n
Como
P'OP =
n
Decorre,
P'P=¢,

Observe que no triangulo isésceles P'OP na Figura 42 :
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Figura 42 - Triangulo is6sceles P'OP
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cy
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<

Fonte: Elaborado pela autora
0 segmento DP,, contido no eixo dos cossenos € bissetriz interna e também altura e mediana,
isto 6, P’P L u e P, é 0 ponto médio de P'P. Ent#o:

tn
2

SRS

sen =—=P,P =

Aplicacdo 1: Valores das razfes trigonométricas de g

Aplicando o teorema de Pitagoras ao triangulo destacado na Figura,

Figura 43 - Tridngulo inscrito

Fonte: Elaborado pela autora

temos £z = R+/3, onde o raio do ciclo é R = 1, temos:

T #3 R\/§
sen—=—=——=

V3
32 2 2

Consequentemente temos:

T T 3 1
cos—=\/1—sen2—=\/1——=—;
3 3 4 2

Aplicacéo 2: Valores das razfes trigonomeétricas de %

Aplicando o teorema de Pitagoras ao triangulo destacado na figura abaixo:



Figura 44 - Triangulo isosceles inscrito

Fonte: Elaborado pela autora

Temos:
£, =RV2
Entao:
T f, — 5 V2 _ V2
SNy T 2 TR T
Consequentemente temos:
T V2,
cos—=—;
4 2

Aplicacdo 3: Valores das razfes trigonométricas de %

Sendo PQ = {6 0 lado do hexagono regular inscrito, conforme figura abaixo:

Figura 45 - Hexagono regular inscrito

P
60%\ g

60° 60

Fonte: Elaborado pela autora

o tridngulo OPQ é equilatero, entéo:

e =R
Consequentemente temos:
R 1
sen-===-=-;
2 2
V3,
coS— = —;
2

38
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Pelas aplicagdes acima podemos estabelecer a seguinte tabela:

Tabela 1- Valores

angulo o T . T . T
razao 30 ou-g 45° ou 2 60 ou-g
1 V2 V3
seno > > >
V3 V2 1
€c0osseno > 5 >

Fonte: Elaborado pela autora

Reducéo ao 1° quadrante

Nesta subsecdo vamos deduzir formulas para calcular as razdes trigonomeétricas de x. Conforme
lezzi (2013), considere x ndo pertencente ao 1° quadrante, relacionando x com algum elemento

do 1° quadrante. Com objetivo de conhecer sen x e cos x a partir de uma tabela que dé as razbes

circulares dos reais pertencentes a [0, g].

Reducéo do 2° ao 1° quadrante

Dado o namero real x tal que g < x < m, seja P a imagem de x no ciclo. Seja P' o ponto do

ciclo, simétrico de P em relacdo ao eixo dos senos. Conforme Figura 46:

Figura 46 - Simétrico de P em relac&o ao eixo dos senos

v

<y

Fonte: Elaborado pela autora

Temos as seguintes relacdes:
AP + PA’ = m (no sentido anti-horario),
Como

AP = PR
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Segue que:
AP + AP' =,
Portanto
AP =1 — x.
Consequentemente temos:
sen x = sen(m — x)

cos x = —cos(m — x).

Exemplo 6: Calcularemos alguns exemplos utilizando as formulas acima.
sen 115° = sen(180° — 115°) = sen 65°
cos 130° = —cos(180° — 130°) = —cos 50°

Reducéo do 3° ao 1° quadrante:

, 3 . . . ,
Dado um numero real x tal que T < x < 7” seja 0 ponto P a imagem de x no ciclo e P' 0 ponto
do ciclo, simétrico de P em relacdo ao centro. Conforme ilustra a Figura 47:

Figura 47 - Simétrico de P em relacdo ao centro

v A

P

Fonte: Elaborado pela autora

Temos as seguintes relagdes:

AP — Pa’ = m(no sentido anti-horario),

Logo,
AP' = (x — )
Portanto,
senx = —sen(x — m)
cos x = —cos(x — ).

Exemplo 7: Calcularemos alguns exemplos utilizando as férmulas acima.
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sen 210° = —sen(210° — 180°) = —sen 30°
cos 225° = —cos(225° — 180°) = —cos 45°

Reducdo do 4° ao 1° quadrante

, 3 . . . .
Dado o numero real x tal que 7" < x < 2m, seja 0 ponto P a imagem de x no ciclo e P' 0 ponto
do ciclo, simétrico de P em relacdo ao eixo dos cossenos, conforme imagem abaixo:

Figura 48 - Simétrico de P em relacdo ao eixo

Al

e
N

Fonte: Elaborado pela autora

Temos as seguintes relagdes:

AP + PA = 2m (no sentido anti-horario) e,

Como
AP' + PA
Segue que:
AP + AP' =21
ou seja,
AP’ = 21 — x.
Logo,
senx = —sen(2m — x)

cos x = cos(2m — x)
Exemplo 8: Calcularemos alguns exemplos utilizando as formulas acima.
sen 280° = —sen(360° — 280°) = —sen 80°
cos 340° = cos(360° — 340°) = cos 20°
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~ m T s
Reducéo de [Z'E]a [0, Z]
Dado o nimero real x tal que % <x< % seja 0 ponto P a imagem de x no ciclo, P' o ponto do

ciclo simétrico de P em relagdo a bissetriz do 1° quadrante, conforme imagem abaixo:

Figura 49 - Simétrico de P em relagdo a bissetriz

o
O| p]l i

Fonte: Elaborado pela autora

Temos a seguintes relacoes:

—

AP + PB =~ (no sentido anti-horério)

como
PB = AP’
segue que:

— — T
AP + AP' = —
2

entdo
AP' =Z —x.

2

Considerando a congruéncia dos triangulos OPP2 e OP'P'1, temos:

OP, = OP'; > senx = cos (g - x)

P,P = P'P' = cos x = sen (g — x)

Exemplo 9: Calcularemos alguns exemplos utilizando as formulas acima
sen 71° = cos(90° — 71°) = cos 19°
cos 60° = sen(90° — 60°) = sen 30°

T T T T
Sen—- = cos (———) = C0S —

3 2 3 6
5w _ (n 571') _ T
cos B sen > "1 sen B
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Finalizamos este capitulo, onde apresentamos os conceitos que serdo utilizados na construgdo
de SD, bem como os conceitos de SD e suas implicagOes para a formagdo docente e o ensino.
De forma particular para o ensino de matematica. O proximo capitulo apresentard os aspectos

metodoldgicos do estudo.
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3. METODOLOGIA DE PESQUISA

Esse estudo se caracteriza por uma pesquisa qualitativa do tipo tedrica, tedrica no
sentido de que realizamos um aprofundamento nos contetdos de trigonometria na
circunferéncia. Para Fiorentini e Lorenzato (2012) um estudo é tedrico quando se reconstroi
teorias, conceitos, com argumentos e coeréncia.

Utilizamos a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) do Ensino Médio no que
concerne as competéncias e habilidades esperadas para o ensino e aprendizagem dos conteidos
que sdo o foco deste trabalho: as razdes trigonométricas na circunferéncia para Seno e Cosseno.

Conforme a BNCC os estudantes devem consolidar os conhecimentos desenvolvidos na
etapa anterior e agregar novos, ampliando o leque de recursos para resolver problemas mais
complexos, que exijam maior reflexdo e abstracdo. A BNCC propde a consolidacdo, a
ampliacdo e o aprofundamento das aprendizagens essenciais desenvolvidas no Ensino
Fundamental, na qual o foco € a construcdo de uma visdo matematica aplicada a realidade em
diferentes contextos, destacando-se a importancia do recurso a tecnologias digitais e aplicativos
tanto para investigacdo matematica como para dar continuidade ao desenvolvimento do
pensamento computacional, pois novos conhecimentos especificos devem estimular processos
mais elaborados de reflex&o e abstracdo que deem sustentagdo a modos de pensar, permitindo
a formulag&o e resolucéo de problemas em diversos contextos com mais autonomia e recursos
matematicos.

Os estudantes devem desenvolver as habilidades relativas aos processos de
investigacdo, construcdo de modelos e resolucdo de problemas, mobilizando seu modo préprio
de raciocinar, representar, comunicar, argumentar e, com base em discussdes e validacOes
conjuntas, aprender conceitos e desenvolver representacfes, procedimentos cada vez mais
sofisticados. Apds essa andlise da BNCC e dos contetudos integrada da matematica,

delimitamos a construgédo de 5 SD, com os seguintes Objeto de conhecimento:
- 12 SD O radiano, unidade de medida de arco e de angulo;

- 22 SD Arcos trigonométricos, arcos congruos, associando numeros reais aos pontos da

circunferéncia;
- 32 SD Simetria;
- 42 SD Seno e cosseno de um arco trigonométrico;

- 52 SD Reducéo ao 1° quadrante e Relagdo fundamental da trigonometria;



Para esbogarmos as SD deste trabalho vamos utilizar uma estrutura modelo:

Quadro 1- Estrutura modelo de uma Sequéncia Didatica
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SEQUENCIA DIDATICA
ENSINO MEDIO

Profa. xxxxx

Turma: Xxxx

Data: xxxxx
Duracéo: x aulas

Area do conhecimento: xxxxxxxxx

Componente Curricular: XXxxxx

Unidade Tematica: XXXxXX

Objeto de conhecimento: XXXXXXx

Habilidade (Conforme BNCC): XXXXXXXX

Desenvolvimento:

Aula 1 - Introducao e levantamento do conhecimento prévio

Aula 2,3...n — Conteudo a ser trabalhado

Elaborar quantas atividades forem necessarias.

Elaborar quantas atividades forem necessarias, com foco em situagdes que podem ser exploradas para relacionar

0 conteldo a ser ministrado com o cotidiano e o0s conteldos ja estudados pelos alunos.

Recursos: Mencionar os recursos a serem utilizados de acordo com cada atividade proposta.

durante as aulas, producdes individuais e em grupo, semindrio e prova escrita.

Avaliacdo: Utilizar diversas possibilidades avaliativas por exemplo: Observagdo e registro das interacGes

Fonte: Elaborado pela autora

No proximo capitulo vamos apresentar SD elaboradas por nos para o Ensino do das

Raz0es trigonométricas na circunferéncia: Seno e Cosseno, com objetivo de contribuir para o

ensino e aprendizagem voltada para a 22 série do Ensino Médio.
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4.  AS SEQUENCIAS DIDATICAS PARA ENSINO DE RAZzZOES
TRIGONOMETRICAS NA CIRCUNFERENCIA: SENO E COSSENO

O ensino de raz@es trigonométricas na circunferéncia: seno e cosseno desenvolvidos na
22 série do Ensino Médio é uma transi¢do do Ensino Fundamental na qual requer conhecimento
basico de trigonometria no tridngulo retangulo, para dar prosseguimento ao ensino de
trigonometria na circunferéncia.

Quanto as dificuldades de aprendizagem dos alunos em trigonometria no Ensino Medio,

Nascimento (2013, p. 4) considera que:

As maiores dificuldades apresentadas pelos alunos da-se no estudo analitico da
trigonometria, e uma delas é a ndo diferenciacdo que antes, no triangulo retangulo
tinha um significado e agora apresenta outro foco. Evidencia-se exercicios mecanicos
nas resolucdes de equacgbes e inequagbes com nenhuma contextualizagdo, néo
familiarizagdo com as férmulas, dificuldade na interpretacéo de situagdes problemas,
como também énfase em atividades relacionadas a identidades trigonométricas.

Iniciaremos a construgdo das sequéncias didaticas da circunferéncia trigonométrica a
partir da SD na qual aborda o conceito de radiano e transformacdes de medidas quanto ao
comprimento de um arco de grau para radiano e vice-versa. Em seguida apresentaremos a
construcdo da SD sobre circunferéncia trigonométrica e a estrutura que a contém, conceito de
arcos trigonométricos e arcos cOngruos, e associar 0S numeros reais aos pontos da
circunferéncia. Em sequéncia, a SD sobre o0 estudo de simetria ou pontos correspondentes, em
seguida a SD que trata sobre 0 seno e cosseno de um arco trigonométrico, variacao de sinal seno
e cosseno e a tabela trigonométrica de arcos notaveis, finalizamos com a SD na qual
desenvolvemos a reducdo ao 1° quadrante e relagcdo fundamental da trigonometria.

Assim vamos apresentar a 12 SD que tratara sobre o radiano, a medida da circunferéncia
em radiano e transformacdes de medidas. Este conteddo se apresenta em Paiva (2010), logo
apos o capitulo 2 na qual se referente a trigonometria no triangulo retangulo. E depois daremos
continuidade a construcdo das SD conforme objeto de conhecimento abordado.

As habilidades desenvolvidas na SD séo identificadas por um codigo alfanumeérico, por
exemplo (EM13MAT20), o primeiro par de letras (EM) indica a etapa do Ensino Médio, o
primeiro par de numeros (13) indica que as habilidades descritas podem ser desenvolvidas em
qualquer série do Ensino Médio, conforme definicdo dos curriculos, a segunda sequéncia de
letras indica a &rea ou componente curricular (MAT), neste caso Matematica e suas tecnologias
e 0s numeros finais indicam a competéncia especifica a qual se relaciona a habilidade (1°
ndmero) e sua numeragdo no conjunto de habilidades relativas a cada competéncia, neste caso

os dois ultimos nameros (201). Conforme a BNCC do Ensino Médio destaca-se que o uso de
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numeracgéo sequencial para identificar as habilidades ndo representa uma ordem ou hierarquia
esperada das aprendizagens. Cabe aos sistemas e escolas definir a progressdo das

aprendizagens, em funcéo de seus contextos locais.

Quadro 2 - SD Medida da circunferéncia em radiano e transformacdes de unidades

SEQUENCIA DIDATICA
ENSINO MEDIO

Profa. Claudenice Turma: 22 Série Data: Xxxxx
Duracéo: 2 aulas

Area do conhecimento: Area da Matemética Componente Curricular: Matematica

Unidade Tematica: Geometria e medidas |Objeto de conhecimento: Radiano, Medida da circunferéncia em
radiano e transformacdes de unidades

Habilidade:

(EM13MAT201) Propor ou participar de acfes adequadas as demandas da regido, preferencialmente para sua
comunidade, envolvendo medices e calculos de perimetro, de area, de volume, de capacidade ou de massa.
(EM13MAT103) Interpretar e compreender textos cientificos ou divulgados pelas midias, que empregam
unidades de medida de diferentes grandezas e as conversdes possiveis entre elas, adotadas ou nao pelo Sistema
Internacional (SI), como as de armazenamento e velocidade de transferéncia de dados, ligadas aos avangos
tecnolégicos.

Desenvolvimento:
Aula 1 - Introducéo e levantamento do conhecimento prévio
Atividade 1 — Apresentar o objetivo da aula, despertando a curiosidade sobre o tema.

Definir o conceito de radiano e calcular a medida de um arco em radianos, apresentaremos o radiano como outra
unidade de medida para calcular o arco e angulo na circunferéncia.

e Radiano

Propor a construgdo de uma circunferéncia de centro O, cujo tamanho do raio é r, com um arame de mesma

medida do raio, curve o arame em forma de um arco e meca na circunferéncia marcando seus pontos.

Figura 50 - Circunferéncia de raio r

arame

Fonte: Elaborado pela autora

A medida do arco formada pelo arame tem o mesmo comprimento do raio, a essa medida damos o nome de
radiano (1rad), do centro da circunferéncia até o arco temos dois lados formando um angulo que ter4 a mesma
medida do arco igual a 1 rad.

A partir disto definamos:
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Seja AB um arco contido em uma circunferéncia de raio r e centro O tal que o comprimento do arco AB seja
igual a r. Conforme Figura 51, podemos definir:

e A medida do arco AB como um radiano (1 rad).

e A medida do angulo AOB como 1 rad. HHHJB

Figura 51 - Medida do arco e do angulo

B

/)

A

Fonte: PAIVA (2010, p. 76)
Logo,
m(AB) = m(40B) = 1rad.
Medida da circunferéncia em radiano
Agora observe a circunferéncia de centro O e raio r, temos 6 arcos de mesma medida e um arco GA de medida
menor, ou seja, 6 rad + GA rad, ja sabemos que uma circunferéncia em mede 360 ° e seu comprimento é de

2mr, como  ~ 3,14 e o raio mede 1rad, logo 2 x 3,14 x 1 rad = 6,28 rad,logo GA = 0,28 rad.

Portanto a circunferéncia terd 6 rad + GArad = 2rnrad.

Figura 52 - Unidade de arcos na circunferéncia

.\m@
Al
G

Fonte: Elaborado pela autora

Consideremos uma circunferéncia, cujo raio tenha medida r. Como o comprimento dessa circunferéncia é 2mr.
Podemos obter sua medida x em radiano, por meio da regra de trés:
medida do arco comprimento do arco

1rad E— r

X 2nr
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Logo,

2nr
X = rad

Consequentemente,
x=2nrad
Portanto, o comprimento da circunferéncia, cuja a medida x em radiano € igual a 27 rad.

Assim, podemos concluir que a medida da circunferéncia ¢ 2mrad. Como m =~ 3,14, entdo o raio da

circunferéncia cabe aproximadamente, 6,28 vezes no comprimento da circunferéncia.

Atividade 2 — O objetivo de transformar a medida de grau para radiano e vice-versa. Mostraremos equivaléncia
de uma medida de mesmo arco.

e Transformacéo de unidades

Dizemos que uma medida em radiano é equivalente a uma medida em graus se ambas forem medidas de um
mesmo arco, por exemplo, 27 rad é equivalente a 360° pois ambas sdo medi¢do de um arco de uma volta
completa, consequentemente 1 rad é equivalente a 180°. Essa equivaléncia nos permite transformar unidades,

ou seja, transformar medida de um arco em graus para radiano e vice-versa. Exemplos:

Determine em radiano, equivalente a 120°
radiano grau

m — 180°
x — 120

120w

180 rad

X =

_211' d
X = 3ra

L. 2
Logo x é igual a =~ rad.
Determine em radiano, equivalente ag rad

radiano  grau

T — 180°
L
6ra X
n
180~g

X = graus = x = 30°

Logo x éigual a 30°.
Atividade 3 — Com objetivo de explanar o aprendizado do aluno, apresentaremos a proposta da resolucéo dos

exercicios proposto no livro pg.77 (PAIVA, Manuel Rodrigues. Matematica: Paiva, 2 Edi¢do. Sdo Paulo:
Moderna, 2010.p.77-914.).
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Figura 53 - Exercicios

EXERCICIOS PROPOSTOS

n Calcule a medida, em radiano, de um arco de 10cm
contido em uma circunferéncia com 2,5 cm de raio.
n Um ponto P da superficie terrestre esta localizado
a ; rad de latitude norte. Considerando que o raio

da Terra mede 6.370 km, o menor arco que une
o ponto P a linha do equador tem comprimento

n Determine a medida, em grau, equivalente a:

a) % rad

b) 3" rad
2

n Uma correia faz girar duas polias de raios 4 cm e
12 cm.

igual a:

a) 750m km
b) 9107 km
(Nota: Latitude de um ponto da superficie terrestre
é a medida do menor arco de circunferéncia que
liga esse ponto a linha do equador.)

c) 4507 km
d) 6237 km

e) 5977 km

n (UFMA) No relégio da torre de uma igreja, o ponteiro
maior mede 2 m.

Em quanto tempo a ponta mével desse ponteiro e

percorre 5t metros? X

a) 1hora e 15 minutos d) meia hora =

b) 1 hora e meia €) 45 minutos Quando a polia maior gira 240°, a menor gira: A

¢) 1hora a) % rad M) 4% rad e) 6r rad e

4 3 <

n Determine a medida, em radiano, equivalente a: b) 77 1ad d) 4 rad @
a) 30° b) 120° ¢) 225° d) 300° e) 240° f)330° 6

”~

Fonte: PAIVA (2010, p. 77)

Aula 2 — Faremos a correcdo dos exercicios, observando o desenvolvimento do aluno quanto ao conceito

estudado, seus aprendizados e suas dificuldades.

Recursos: papel, caneta e livro, régua, arame maleével, tesoura sem ponta, compasso (pode substituir por uma
tampa para desenhar uma circunferéncia).

Avaliacdo: Observacdo e registro das interacBes durante as aulas, produgfes individuais € em grupo caso
necessario.

Referéncias:
PAIVA, Manuel Rodrigues. Matematica: Paiva, 2 Edi¢do. Sdo Paulo: Moderna, 2010.p.76-914.
O que ¢é radiano - https://www.youtube.com/watch?v=kTMsXJUgzZo.

Fonte: Elaborado pela autora

A SD referente a 22 série do Ensino Médio, com unidade tematica em geometria e
medidas, cujo objeto de conhecimento é radiano: unidade de medida de arco e angulo, foram
desenvolvidas as habilidade conforme a BNCC, a SD tem duragdo de 2 aulas, na aula 1
apresentamos o objetivo da aula e desenvolvemos 3 atividades, na atividade 1 definimos radiano
e a medida da circunferéncia, na atividade2 transformacao de unidades, ou seja, transformagéo
de medidas de grau para radiano e vice-versa, na atividade 3 concluimos com exercicios
proposto no livro didatico, com objetivo de explanar o aprendizado do aluno, na aula 2
desenvolvemos a corregdo dos exercicios proposto, observando o desenvolvimento do aluno
quanto ao conceito estudado, seus aprendizados e suas dificuldades.

Esta sequéncia fora desenvolvida em trés partes: a primeira parte temos a introducéo do
conteldo e levantamento do conhecimento prévio na qual desenvolvemos o conceito de

radiano, através de uma atividade experimental, concluindo com sua definicéo de radiano, como


https://www.youtube.com/watch?v=kTMsXJUqzZo
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pré-requisito para dar continuidade ao assunto subsequente & medida de arco e transformacéo
de unidades. Na segunda parte, damos continuidade ao assunto, exemplificando o contetdo j&
explanado anteriormente aplicando exercicios propostos, na terceira parte fazemos um
diagnostico do avanco do aluno no conteddo matematico. Fazemos uso de video aula
explicando o sobre o assunto para que o aluno tenha a possibilidade de rever a explicacdo

quantas vezes achar necessario.

Quadro 3- SD Circunferéncia Trigonométrica e Arcos trigonométricos

SEQUENCIA DIDATICA
ENSINO MEDIO

Profé. Claudenice Turma: 22 Série Data: XxXxxx
Duracéo: 4 aulas

Area do conhecimento: Area da Matemética Componente Curricular: Matematica

Unidade Tematica: Geometria e|Objeto de conhecimento: Circunferéncia Trigonométrica, Arcos
Medidas trigonométricos, arcos cdngruos, associando nlmeros reais aos pontos
da circunferéncia.

Habilidade: (EM13MAT308) Aplicar as relagfes métricas, incluindo as leis do seno e do cosseno ou as nogdes
de congruéncia e semelhanca, para resolver e elaborar problemas que envolvem tridngulos, em variados
contextos.

Desenvolvimento:
Aula 1 - Introducéo e levantamento do conhecimento prévio
Atividade 1 — Apresentar o objetivo da aula, despertando a curiosidade sobre o tema.

O objetivo é de associar os pontos da circunferéncia trigonométrica a medida dos arcos e determinar as medidas
dos arcos cOngruos a outro arco.

Circunferéncia trigonométrica

Recordando que as razdes trigonométricas, seno, cosseno e tangente de um angulo agudo em um triangulo
retdngulo, ndo dependem do tamanho do tridngulo, mas sim da medida do angulo. Desse modo, para construir
uma tabela com essas razBes, para Vvérios angulos, podemos considerar tridngulos retangulos que tenham
hipotenusa de mesma medida e fazer variar a medida do angulo agudo, assim teremos tantos triangulos retangulos

quantos quisermos. Observe a figura 54 abaixo onde representaremos alguns desses triangulos:
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Figura 54 - Triangulo retangulo na circunferéncia

= o I o B
o E* D’ c B

Fonte: Elaborado pela autora

Os vértices B, C, D e E pertencem a mesma circunferéncia, cujo raio € a medida da hipotenusa dos tridngulos.
Adotando a medida da hipotenusa como unidade (1), o seno e cosseno de um angulo agudo de vértice O em cada

um dos tridngulos serdo, respectivamente a medida do cateto oposto e a medida do cateto adjacente a esse angulo.

Exemplificando: No triangulo retingulo BOB' com m(BOB') = a, temos:

BB/ BB/ OB/ OB/
sena = = = BB’ cosa = —= —=0B’
OB 1 OB 1

Logo o seno e cosseno do angulo de medida « sdo o cateto oposto a a(BB') e o cateto adjacente a a(0OB"),
respectivamente, quando a hipotenusa é adotada como unidade (1).

Segundo Paiva (2010), essas ideias levaram os matematicos a definir as razdes trigonométricas em uma
circunferéncia, chamada de circunferéncia trigonomeétrica, onde os conceitos de seno, cosseno e tangente séo

estendidos para angulos ndo agudos.

Construgdo da circunferéncia trigonométrica

Atividade 2 — Utilizaremos o software GeoGebra para construcdo da circunferéncia trigonométrica.
Considerando uma circunferéncia de raio r unitario (r = 1), cujo centro O coincide com a origem de um sistema
cartesiano ortogonal.

Figura 55 - Circunferéncia trigonométrica

y &
1

-1

Fonte: Elaborado pela autora

Sendo que essa estrutura com as conversdes seguintes, constitui a circunferéncia trigonométrica:
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Sendo A (1,0) o ponto de origem dos arcos a serem medidos na circunferéncia, no qual sera atribuido valor
positivo se o arco for medido em sentido anti-horario, e negativo se o arco for medido no sentido horéario, onde
os eixos coordenados dividem a circunferéncia em quatro quadrantes enumeradas em sentido anti-horario a partir

do ponto A. Sendo que os pontos dos eixos coordenados ndo pertencem a nenhum quadrante.

Figura 56 - Circunferéncia dividida em 4 quadrantes

2° Quadrante | 1° Quadrante
1 1

0 origem X
dos arcos

3° Quadrante | 4° Quadrante

S

-1

Fonte: Elaborado pela autora

Atividade 3 — Agora vamos associar os pontos da circunferéncia trigonométrica a medida dos arcos e calcular a

0s arcos congruos.

Arcos trigonométricos
Aos pontos da circunferéncia trigonométrica associamos medidas em grau ou em radiano. Cada medida associada

a um ponto M indica o tamanho do arco AM.

Exemplo 1: Partindo do ponto A e girando uma volta completa no sentido anti-horario, associamos medidas em
grau e em radiano aos pontos A, B, C, e D conforme Figura baixo:

Figura 57 - Medidas associada aos pontos sentido anti-horario

c| |0 rad
J‘1|l| I rad

El
-
p=]
o,

—

=]

Fonte: Elaborado pela autora
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Exemplo 2: Partindo do ponto A e girando uma volta completa no sentido horario, associamos as seguintes
medidas aos pontos A, B, Ce D.

Figura 58 - Medidas associada aos pontos sentido horario

Fonte: Elaborado pela autora

Atividade 4: Nessa atividade passaremos um video para que o aluno construir o ciclo trigopnométrico no

GeoGebra, conforme orientagfes no video https://www.youtube.com/watch?v=QMyyhdnF4xQ, com intuito de

associar as medidas em radiano no ponto dado na circunferéncia trigonomeétrica.

Aula 2: Arcos Congruos

Atividade 1: Determinando as medidas dos arcos congruos:

Girando 30°, no sentido anti-horério, a partir do ponto A da circunferéncia trigonométrica abaixo, paramos no
ponto M. Logo, 30° é a medida associada ao ponto M.

Figura 59 - Medida associada ao ponto M

M(30°)

30° A

Fonte: Elaborado pela autora

* Girando uma volta completa mais 30°, no sentido anti-hordrio, a partir do ponto A, parando no ponto M, temos
360° + 30°, isto &, 390° que também é uma medida associada ao ponto M.

* Girando 330°, no sentido horario, a partir do ponto A, parando no ponto M, temos -330° que também é uma
medida associada ao ponto M.



https://www.youtube.com/watch?v=QMyyhdnF4xQ
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Figura 60 - Arco trigonométrico com extremidades iguais

M(30°,390°,-330°,...)

A

Fonte: Elaborado pela autora

Logo, existem infinitas outras medidas que podem ser associadas ao ponto M. Portanto podemos concluir que
Arcos trigonométricos que tém a mesma extremidade sdo chamada de arcos congruos.
Se a e B sdo medidas de arcos congruos, indicamos: & = B (lemos: “a é céngruo a ). Do exemplo anterior

podemos concluir que: 30° = 390° = —330°.

Atividade 2: Resolveremos alguns exercicios com objetivo de calcular a medida de x, em grau e em radiano,
associando ao ponto da circunferéncia trigonométrica:
1°) Calcularemos as medidas de x, em grau, associadas ao ponto B da circunferéncia trigonométrica abaixo, nas
quatros primeiras voltas positivas (0° < x < 1.440°).
Figura 61 - Medida x associado ao ponto B Resolugéo:
A medida em grau associada ao ponto B
B * na 12 volta positiva é de 90°
* na 22 volta positiva:
90° + 360° = 450°

* na 32 volta positiva:
90° + 2-360° = 810°

* na 42 volta positiva:

Fonte: Elaborado pela autora 90° + 3 -360° = 1.170°

Logo, as medidas dos arcos cdngruos associada ao ponto B sdo: 90°, 450°, 810°, 1170°.
2°) Determinaremos a medida de x, em radiano, associando ao ponto A' da circunferéncia trigonométrica abaixo,

nas quatros primeiras voltas positivas (0 < x < 8m).
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Figura 62 - Medida x associado ao ponto A' Resolucao:

A medida em radiano associada ao ponto A'
* na 1% volta positiva é

* na 2% volta positiva:

n+2n =3m

* na 3% volta positiva:

m+2-2m =57

* na 4% volta positiva:

Fonte: Elaborado pela autora T+3-2r=7m
Logo, as medidas dos arcos congruos associado ao ponto A' sdo: 7, 37, 57 e 7.
3°) Calcularemos a medida de x do arco da 12 volta positiva (0° < x < 360°) que possui a mesma extremidade
do arco de 1.140°.
Resolucgéo: Basta desconsiderar do arco 1.140° todas as voltas completas. Para isso dividiremos 1.140 por 360°

Figura 63 - Calculo da medida x

1.140° | 360
60¢ 3
Fonte: Elaborado pela autora
Assim, 1.140° = 3 - 360° 4+ 60°, ou seja, 0 arco 1.140° tém trés voltas completas e mais 60°, desconsiderando
as voltas completas, obtemos a medida de x do arco congruo ao arco de 1.140° na 12 volta positiva: x = 60°.
4°) Determinaremos a medida de x do arco da 12 volta positiva (0 < x < 2m) que possui a mesma extremidade
dos arcos abaixo:

17
a) —~rad
2

197
b) Trad

Resolucgdo: desconsiderando todas as voltas completas de cada arco, transformaremos a medida de cada arco em

uma soma de duas parcelas tal que uma delas represente o total de voltas completas contidas no arco.
177 16m + T 8 + T
a) —=— —_= —
)3 2 25T 2
quatro voltas completas

. . P 17
Desconsiderando as voltas completas pois, 2w rad = wrad = 0 rad, concluimos que T” rad = g rad

Logo a medida de x ¢ igual g rad.

trés voltas completas

. p 19
Desconsiderando as voltas completas, concluimos que T" rad = grad
Logo, a medida de x é igual g rad.

Aula 3 — Propor a Resolucéo e apresentacdo de exercicios do livro didatico desenvolvidas em grupo.




57

Atividade 1: Apds abordagem do contetido onde devem associar os pontos da circunferéncia trigonométrica a
medida dos arcos e determinar as medidas dos arcos congruos a outro arco. Sera proposto a resolucéo do exercicio
(6 questdes) proposto no livro da pg.80. (PAIVA, Manuel Rodrigues. Matematica: Paiva, 2 Edi¢do. Sdo Paulo:
Moderna, 2010.p.80-914), as resolucBes devem ser desenvolvidas em grupo (quantidade de pessoas por grupo a

definir) e entregue posteriormente.

Atividade 2: Sera sorteado uma questao referente aos exercicios resolvidos, para cada grupo e um dos membros

de cada grupo, ficara responsavel pela resolucédo e explicacdo da questdo sorteada.

Aula 4 — O objetivo é associar 0s nimeros reais aos pontos da circunferéncia trigonométrica.
Atividade 1: Vamos considerar a correspondéncia que associa em radiano ao nimero real que a representa:
Por exemplo, associamos:
* a medida 0 rad o ndmero real O; * a medida  rad o0 nimero real ;
 a medida 1 rad o nimero real 1; » a medida x rad o nimero real x.
e medidag rad o nimero real g;
Assim, associamos a cada nimero real um ponto da circunferéncia trigonométrica conforme Figura 63.

Figura 64 - Associacdo de nimeros reais a um ponto da circunferéncia

Medidas em radiano associadas a pontos MNumeros reais associados a pontos
da circunferéncia trigonométrica da circunfaréncia trigonométrica
A I
T T
5 rad 5 ;
71X /N
| \II / \
mrad | Al 0rad T/ Al D .
| {2mrad \ | 2x
R\\ / | i.\ /
nEY N
p fad 2

Fonte: PAIVA (2010, p. 81)

Podemos notar que a cada ponto da circunferéncia trigonométrica estdo associados infinitos numero reais,
considerando infinitas voltas que podem girar no sentido horario e anti-horario, o ponto A da circunferéncia
trigonomeétrica anterior é extremidade dos arcos de medidas:
w—4mrad,—2nrad,0rad, 2w rad, 4w rad, 6t rad, 8w rad, ...
Logo, ao ponto A estdo associados os infinitos nimeros reais:
we—4m,—2m,0,2m, 41, 67,87, ...
Observando a diferenga entre os dois termos consecutivos quaisquer dessa sequéncia é 27, podemos representar
todos esses nimeros reais por:
x=0+k-2m,comkeZ oux=k-2m,comk € Z.
Ressaltando que existem infinitas expressdes diferentes que podem representar 0s nimeros reais associados ao
ponto A. Basta associar a qualquer termo da sequéncia ... — 4w, —2m, 0,2, 4w, 67, 87, ... um multiplo de

27, por exemplo: x = 6w + k- 2w, com k € Z.
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Desafio: Obtenha uma expressdo que represente todos os nimeros reais associados aos pontos A ou A' da

circunferéncia trigonométrica abaixo:

Figura 65 - Representacdo dos nimeros reais associados aos pontos

Fonte: Elaborado pela autora

Atividade 2— Aplicaremos um video explanando o conteldo ja estudado:

https://www.youtube.com/watch?v=wFbs14AQeCs.

Recursos: papel, caneta e livro, computador ou celular ou tablete.

Avaliacdo: Observacdo e registro das interagdes durante as aulas, producées individuais e em grupo.

Referéncias: Matematica:

PAIVA, Manuel Rodrigues. Matematica: Paiva, 2 Edi¢do. Sdo Paulo: Moderna, 2010.p.914.
https://www.youtube.com/watch?v=QMyyhdnF4xQ.
https://www.youtube.com/watch?v=wFbs14AQeCs.

Fonte: Elaborado pela autora

Na SD referente a 22 série do Ensino Médio, com unidade tematica em geometria e objeto de
conhecimento em circunferéncia trigonométrica sdo; arcos trigopnomeétricos, arcos congruos e
associando nmeros reais aos pontos da circunferéncia trigonométrica, com duracao de 4 aulas
aproximadamente. Na aula 1 apresentamos o objetivo da aula, com a composi¢do de 4
atividades, onde na atividade 1 recordando sobre as razdes trigonométricas seno, cosseno e
tangente de um angulo agudo em um tridngulo retangulo, com intuito de definir as razGes
trigonometricas na circunferéncia, onde os conceitos sdo de seno, cosseno e tangente sao
estendidos para angulos ndo agudos. Na atividade 2, utilizamos o software para a construcéo da
circunferéncia. Na atividade 3, associamos pontos da circunferéncia a medida dos arcos
congruos. Na atividade 4, aplicamos um video explicativo com intuito de associar as medidas
em radianos no ponto da circunferéncia.

Na aula 2, composta por duas atividades, onde na atividade 1 determinamos as medidas dos
arcos congruos e sua definicdo. Na atividade 2 realizamos célculo da medida de x em grau e

em radiano. Na aula 3, desenvolvemos duas atividades, onde na atividade 1, temos aplicagéo


https://www.youtube.com/watch?v=wFbs14AQeCs
https://www.youtube.com/watch?v=QMyyhdnF4xQ
https://www.youtube.com/watch?v=wFbs14AQeCs
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de exercicios avaliativo em grupo. Na atividade 2, apresentacao das resolu¢fes dos grupos. Na
aula 4, o objetivo é associar 0s numeros reais aos pontos da circunferéncia trigonométrica, a
aula é composta por duas atividades. Na atividade 1, associamos cada numero real a um ponto
da circunferéncia, propomos um desafio que represente todos 0s numeros reais a determinado
ponto da circunferéncia. Na atividade 2, aplicaremos um video explanando o contetdo
estudado.

Consideramos crucial a introducdo e levantamento do conhecimento prévio do aluno, pois
assim, servira como pré-requisito para dar continuidade ao conteudo, recordamos na primeira
parte que as razdes trigonométricas, seno, cosseno e tangente de um angulo agudo em um
triangulo retdngulos com intuito de definir a circunferéncia trigonométrica, depois a partir dos
conhecimentos e a definicdo da circunferéncia trigonométrica utilizamos um o GeoGebra para
exemplificar a construcdo e associacao dos pontos na circunferéncia para melhor visualizacdo
e compreensdo do aluno e dar continuidade a medida dos arcos, por fim através realizarmos
exemplificagcdes de exercicios dos contetdos ja explanados podemos realizar um diagndstico
do avanco do aluno guanto ao conteldo matematico. Utilizamos nas atividades algumas video
aula explanando o contetdo e a utilizacdo do GeoGebra como ferramenta de ensino para melhor

visualizagdo e compreensao.

Quadro 4 - SD Circunferéncia Trigonométrica: Simetrias

SEQUENCIA DIDATICA
ENSINO MEDIO

Profé. Claudenice Turma: 22 Série Data: XxXxxx
Duracéo: 2 aulas

Area do conhecimento: Area da Matematica Componente Curricular: Matematica
Unidade Tematica: Geometria e Objeto de conhecimento: Circunferéncia Trigonométrica: Simetrias
Medidas

Habilidade: (EM13MAT308) Aplicar as relagfes métricas, incluindo as leis do seno e do cosseno ou as nogdes
de congruéncia e semelhanca, para resolver e elaborar problemas que envolvem tridngulos, em variados
contextos.

Desenvolvimento:
Aula 1 - Introducao e levantamento do conhecimento prévio
Atividade 1 — Apresentar o objetivo da aula, despertando a curiosidade sobre o tema.

O objetivo é determinar os pontos simétricos de um ponto dado na circunferéncia trigonométrica.

Simetrias
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A importancia de saber relacionar medidas de arcos trigonométricos com extremidades simétricas em relagédo a
um dos eixos coordenados ou a origem do sistema cartesiano, nos ajudara posteriormente a calcular seno,
cosseno, tangente etc. desses arcos.

Consideremos, o ponto M, da circunferéncia trigonométrica abaixo, associaremos a medida de 30°. Pelo ponto
M, tracemos trés retas: a perpendicular aos eixos das ordenadas, a que passa pela origem do sistema, e a

perpendicular ao eixo das abcissas, interceptando a circunferéncia nos pontos N, P e Q, respectivamente.

Figura 66 - Pontos P, N, e Q simétricos de M

/

v TN e
[ I/ )
P _/ Q

Fonte: Elaborado pela autora

Os pontos P, N, e Q sdo chamados de simétricos (ou correspondentes) do ponto M.
Vamos determinar as medidas as medidas associadas a esses pontos considerando apenas a 12 volta no sentido

anti-horario. Desenhamos o retangulo MNPQ e suas diagonais, conforme figura abaixo:

Figura 67 - Retangulo MNPQ e suas diagonais

A

M(40°
N(180°-40°) (40%)

409 40°
]

40° 40°

P(180°+40°) Q(360°-40°)

Fonte: Elaborado pela autora

Por congruéncia de tridngulos obtemos:

» Medida associada ao ponto N: 180° — 40° = 140°
» Medida associada ao ponto P: 180° + 40° = 220°
» Medida associada ao ponto Q: 300° — 40° = 320°

Raciocinando de maneira analoga para qualquer arco trigonométrico de medida a do primeiro quadrante, temos:
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Sendo « uma med

Figura 68 - o medida em grau e em radiano

ida em grau:

trigonométrica abaixo:

Fonte: PAIVA (2010, p.83)

Atividade 2 — Com intuito de explanar o conceito estudado,

aluno daré continuidade as resolugdes do livro didatico.

a)
Figura 69 - Medidas em grau
Resolugdo:
N =180°—-«a
N/ M(22°) N = 180° — 22°
o N = 158°
P
/ Q
Fonte: Elaborado pela autora
b)
Figura 70 - Medidas em radiano
Resolugéo:
N=rm—«a
/ - N n
N M = _——
¢ s () T 7
1 N = 6m
’ / o 7

Fonte: Elaborado pela autora

Sendo « uma medida em radiano:

P =180°+«
P =180° + 22°
P =202°

resolveremos alguns exercicios em sala, depois o

1°) Encontre as medidas associadas aos pontos N, P, e Q na 1% volta positiva em cada circunferéncia

Q =360°—«a
Q = 360° —22°
Q = 338°
Q=2n—«a
Q=2m —=
_137‘[
0=
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2°) Determine as medidas associadas aos vértices dos retangulos inscritos nas circunferéncias trigonométricas na
12 volta positiva.

Figura 71 - Medidas em radiano

a) B C]
N (1207%) B M N - y
L]
:' ) ( ﬁ
.'I I| |
[ ——e P | _Aa@in)
b) d) +
N M 4
] N [ 5 ] o M
I II | |
| T I
P (210%) Q P Q

Fonte: PAIVA (2010, p.84)

3°) Considerando dois espelhos planos adjacentes, E1 e Ez, cujas superficies refletoras formam entre si um angulo
de 90°.

Figura 72 - &ngulo de 90°

it S
Fonte: PAIVA (2010, p.84)
Quando um ponto P, luminoso, é colocado no inferior do dngulo de 90°, as varias reflex8es da luz proveniente

de P dédo origem a formagdo de trés imagens, P1, P2 e Ps, tal que P e suas imagens pertencem a uma mesma

circunferéncia de centro O e raio OP, conforme mostra o0 esquema abaixo:
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Figura 73 - Representacéo gréafica da imagem anterior

Fonte: PAIVA (2010, p,84)

Sabendo que a medida do arco AP, no sentido anti-horéario, é 148°, calcule a medida dos
arcos AP, AP, e AP , nesse sentido.

Atividade 3 — Nesta atividade aplicaremos o video: Simetria no ciclo trigonométrico - YouTube, explicando um

pouco mais sobre simetria, em seguida por meio do link: https://www.geogebra.org/m/fXWu2TZZ o aluno

poderd desenvolver a mesma atividade.
Aula 2: Faremos a corre¢do dos exercicios, observando o nivel de aprendizagem do aluno, e suas dificuldades
para que ndo haja davida, pois a continuidade do conteldo requer absorcdo do contetdo anterior para que haja

éxito no contelido abordado.

Recursos: papel, caneta e livro, recurso tecnolégico (computador, tablet, celular).

Avaliacdo: Observacdo e registro das interagdes durante as aulas, producées individuais e em grupo.

Referéncias:

PAIVA, Manuel Rodrigues. Matematica: Paiva, 2 Edi¢cdo. Sdo Paulo: Moderna, 2010.p.914.
Simetria no ciclo trigonométrico - YouTube

https://www.geogebra.org/m/fXWu2TZZ

Fonte: Elaborado pela autora

Na SD, 0 objeto de conhecimento é circunferéncia trigonométrica: simetria, com duracdo de
duas aulas. Na aula 1 é composta por trés atividades, na atividadel tratamos o conceito de
simetria, na atividade 2 resolucdes de alguns exercicios exemplificando o conteldo, e
continuidade dos exercicios do livro didatico, na atividade 3 aplicamos um video explicativo
referente a simetria na circunferéncia trigonométrica e um link para interatividade ao video
assistido, e na aula 2 correcdes das atividades repassadas anteriormente, buscando tirar davidas

quanto ao contetdo repassado, verificando as dificuldades e aprendizagens do aluno.

Na SD fazemos um levantamento prévio recordando sobre associacdo dos pontos na
circunferéncia, com objetivo de determinar os pontos simétricos de um ponto dado na
circunferéncia trigonométrica, depois explanar o assunto quanto suas medidas em grau e em
radiano exemplificando cada um, por fim realizar o diagnostico do avango do aluno quanto ao
contetdo realizado em cada etapa, na resolucao de problema que envolva o cotidiano do aluno


https://www.youtube.com/watch?v=ergL1aBogZY
https://www.youtube.com/redirect?event=video_description&redir_token=QUFFLUhqbVZuMzI2NkVTVjltQkxRbVpFMVJFa1hVWEFEQXxBQ3Jtc0tsWE00VXpXTzgxSV9BVkxKWjN5M0pJYVk4MUpabkZSVmY4bTFsa3llNXdneFEzTXVtM0FnNVRJcWFEcGtEZDhzc0QxZmxWVjFWbmdOY2JvdWRqSlM3U1JIdkxxLXdlTUIwZ0N1VmFCcldVRFBfVWZfZw&q=https%3A%2F%2Fwww.geogebra.org%2Fm%2FfXWu2TZZ
https://www.youtube.com/watch?v=ergL1aBogZY
https://www.youtube.com/redirect?event=video_description&redir_token=QUFFLUhqbVZuMzI2NkVTVjltQkxRbVpFMVJFa1hVWEFEQXxBQ3Jtc0tsWE00VXpXTzgxSV9BVkxKWjN5M0pJYVk4MUpabkZSVmY4bTFsa3llNXdneFEzTXVtM0FnNVRJcWFEcGtEZDhzc0QxZmxWVjFWbmdOY2JvdWRqSlM3U1JIdkxxLXdlTUIwZ0N1VmFCcldVRFBfVWZfZw&q=https%3A%2F%2Fwww.geogebra.org%2Fm%2FfXWu2TZZ
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e demais. Além, do livro didatico fazemos o uso de videos aulas explicativas abordando o

contetdo e utilizamos o GeoGebra para exemplificar o assunto desenvolvido.

Quadro 5 - SD Seno e cosseno de um arco trigonomeétrico

SEQUENCIA DIDATICA
ENSINO MEDIO

Prof2. Claudenice

Turma: 22 Série

Data: Xxxxx
Duracdo: 3 aulas

Area do conhecimento: Area da Matemética

Componente Curricular: Matematica

Unidade Tematica: Geometria e
Medidas

Objeto de conhecimento:
trigonométrico

Seno e cosseno de um arco

Habilidade: (EM13MAT308) Aplicar as relagdes métricas, incluindo as leis do seno e do cosseno ou as nogdes
de congruéncia e semelhanca, para resolver e elaborar problemas que envolvem tridngulos, em variados
contextos.

Desenvolvimento:
Aula 1 - Introducéo e levantamento do conhecimento prévio
Atividade 1 — Apresentar o objetivo da aula, despertando a curiosidade sobre o tema.

O objetivo é determinar o seno e cosseno de um arco trigonométrico de qualquer quadrante. Nessa atividade

aplicaremos um video https://www.youtube.com/watch?v=TyX6tua5mkE, com intuito de uma breve revisao ao

contelido ja estudado e em seguida daremos continuidades como o conteldo de seno e cosseno de um arco
trigonométrico.

Seno e cosseno de um arco trigonométrico

Com base no estudo de seno e cosseno de um angulo agudo de um tridngulo retangulo, estenderemos o conceito
de seno e cosseno para um arco trigonométrico, vejamos:

Considere um arco trigonométrico AM de medida a, com 0° < a < 90°.

Figura 74 - Triangulo retangulo na circunferéncia

Fonte: PAIVA (2010, p. 85)

Observe que o raio da circunferéncia mede 1 e a medida do angulo central MOA é igual & medida do arco AM,

em grau, temos no tridngulo retangulo OMP.

—=oP
cosa 1



https://www.youtube.com/watch?v=TyX6tua5mkE

65

PM
sena«a ES =PM

Portanto, cos a e sen a, sdo respectivamente, a abscissa e ordenada do ponto M.
Ampliando esse conceito para qualquer arco trigonométrico pela definicdo:
Dado um arco trigonométrico AM de medida e, chama-se cosseno e seno de a a abscissa e a ordenada do

ponto M, respectivamente.

Figura 75 - Seno e cosseno

Sends.

Fonte: Elaborado pela autora

e cosa = abscissa de M.
e sena =ordenada de M.

Exemplificando: Determine o cosseno e seno de 0°,90°,180°,270° e 360°.

Para isso marcamos 0s pontos na circunferéncia trigonométrica os pontos A, B, A' e B' associado a essas
medidas, conforme figura abaixo:

Figura 76 - Cosseno e seno do arco

A=(1,0)

A'=(1,0)

B'=(0,-1)

Fonte: Elaborado pela autora

Como a abscissa e a ordenada de cada ponto da circunferéncia trigonométrica representam, respectivamente, o
cosseno e seno do arco com extremidade no ponto, temos:

cos0°=1 sen0° =20
cos90° =10 sen90° =1
cos180° = —1 sen180° =0
cos270°=0 sen270° = -1
cos360° =1 sen360° =0

Como qualquer coordenada de um ponto da circunferéncia trigonométrica € no maximo 1 e no minimo -1,
concluimos:
—1<cosx<1
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-1 <senx<1

Atividade 2 —Aplicaremos o video: http://www.youtube.com/watch?v=TcNZZx8HvVI, cujo objetivo é
explanar o conceito de seno e cosseno de um arco trigonométrico. Dando continuidade com a variagéo do sinal
Seno e cosseno.

Variagao de sinal do seno

Vimos que o seno de um arco é a ordenada da extremidade desse arco. Como 0s pontos de ordenadas positivas
sdo o0s do 1° e os do 2° quadrante e os pontos de ordenadas negativas sdo os do 3° e 4° quadrante, temos 0

seguinte esquema de sinais para o seno.

Figura 77 - Variagdo de sinal do seno

A seno

Fonte: Elaborado pela autora

Exemplo: Os arcos trigonométricos de 20°, 140°, 220° e 300° tem extremidades nos pontos C, D, E, e F,
respectivamente, conforme figura abaixo:
Figura 78 - Arcos trigonométricos

Y

D(140°),
C(20%)

E(220°)
F(300°)

Fonte: Elaborado pela autora

Observando que:

* C e D sdo pontos do 1° e do 2° quadrante e sen 20° e sen 140° sdo as ordenadas desses pontos,
respectivamente, temos sen 20° e sen 140° positivos;

* E e F sdo pontos do 3° e 4° quadrante e sen 220° e sen 300° as ordenadas desses pontos, respectivamente,

temos sen 220° e sen 300° negativos.

Variagdo de sinal do cosseno
Vimos que o cosseno de um arco é a abscissa da extremidade desse arco. Como 0s pontos de abscissas positivas
s80 0s do 1° e 0s do 4° quadrante e 0s pontos de abscissas negativas sdo 0s do 2° e 3° quadrante, temos o seguinte

esquema de sinais para 0 cosseno.



http://www.youtube.com/watch?v=TcNZZx8HvVI
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Figura 79 - Variacéo de sinal cosseno

A
- +
cosseno
- +

Fonte: Elaborado pela autora

Exemplo: Na figura do exemplo anterior, observando que:

» C e Fsdo pontos do 1° e do 4° quadrante e cos 20° e cos 300° sdo as abscissas desse ponto, respectivamente,
temos cos 20° e cos 300° positivos;

» D e E sdo pontos do 2° e 3° quadrante e cos 140° e cos 320° sdo as abscissas desses pontos, respectivamente,
temos cos 140° e cos 320° negativos.

Atividade 3 — Aplicaremos o video: http://www.youtube.com/watch?v=IMXMdNjX6P4&t=157s, objetivo de

recordar a construgdo da tabela trigonométrica dos arcos notaveis. Depois apresentaremos a tabela
trigonométrica dos arcos notaveis considerando as medidas como medidas de arcos trigonométricos.

Tabela trigonométrica dos arcos notaveis

Pela igualdade entre medidas do arco e do angulo central que determina esse arco na circunferéncia
trigonométrica, concluimos que o seno (ou cosseno) de um angulo central é igual ao seno (ou cosseno) do arco
determinado por esse angulo na circunferéncia trigonométrica. O que valida a tabela trigonométrica dos angulos
notaveis (30°, 45°, e 60°) se considerarmos essas medidas como medidas de arcos trigonométricos.

Tabela 2 - Valores

30° ou — rad | 45° ou ~ rad | 60° ou — rad
ou 6 ra ou 4 ra ou 3 ra
1
sen 1 V2 V3
2 2 2
1
cos V3 V2 1
2 2 2

Fonte: Elaborado pela autora

Aula 2: Faca a resolugdo dos exercicios proposto a partir da questdo 19 a 28, referente a pagina 87 do livro
didatico.

Atividade 1 — Resolugdo dos exercicios proposto no livro didatico

Atividade 2 - Faremos a corregdo dos exercicios proposto na aula 2, observando o nivel de aprendizagem do

aluno, e suas dificuldades em relacéo ao contelido estudado.

Recursos: papel, caneta e livro, recurso tecnolégico (computador, tablet, celular).

Avaliacdo: Observacdo e registro das interacdes durante as aulas, produces individuais e em grupo.

Referéncias:
PAIVA, Manuel Rodrigues. Matematica: Paiva, 2 Edi¢do. Sdo Paulo: Moderna, 2010.p.914.
https://www.youtube.com/watch?v=TyX6tuaSmkE.



http://www.youtube.com/watch?v=lMXMdNjX6P4&t=157s
https://www.youtube.com/watch?v=TyX6tua5mkE
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http://www.youtube.com/watch?v=TcNZZx8HvVI.
Fonte: Elaborado pela autora

Nesta SD o objeto de conhecimento € seno e cosseno de um arco trigonométrico, voltado para
22 série do Ensino Médio. A SD é composta por duas aulas, cujo objetivo é determinar 0 seno
e 0 cosseno de um arco trigonométrico de qualquer quadrante, variacdo do sinal do seno e
cosseno e aplicabilidade da tabela trigonométrica dos arcos notaveis. A aula 1é composta por
trés atividades, na atividade 1 desenvolvemos 0 seno e cosseno no arco trigonométrico, na
atividade 2 explanamos o conceito de seno e cosseno de um arco trigonométrico através de um
video explicativo, na atividade 3 desenvolvemos a tabela trigopnométrica dos arcos notaveis.

A Aula 2 é composta por duas atividades, onde atividade 1 é proposto a resolugdo dos
exercicios proposto no livro didatico. Na atividade 2, concluimos com a corre¢do dos exercicios
proposto, buscando observar e avaliar o ensino e aprendizagem. Dando sequéncia ao estudo de
circunferéncia trigonométrica, onde objetivo é determinar 0 seno e cosseno de um arco
trigonométrico de qualquer quadrante. Faremos um levantamento prévio do aluno quanto ao
conteddo ja estudado com uma breve revisdo do conteldo através de um video aula
exemplificando cada passagens, na segunda parte prosseguiremos explanando o contetdo de
Seno e cosseno no arco trigonométrico, determinando a medidas quanto as relacGes
trigonomeétricas seno e cosseno na circunferéncia, variagfes do sinal e a tabela trigonométrica.
Finalizando com o diagnostico do conhecimento matematico realizado no final de cada etapa
através de observacBes quanto aprendizagem do aluno ou dificuldades dos mesmos ao
realizarem proposta de exercicios, inclusive as que envolvam problemas do cotidiano do aluno.
Nesta SD incrementamos video aula explicando o assunto de maneira clara e objetiva, também

é apresentado um video aula explicitando através do uso do GeoGebra o contetido abordado.


http://www.youtube.com/watch?v=TcNZZx8HvVI
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Quadro 6 - SD Reducéo ao 1° quadrante e Relacdo fundamental da trigonometria

SEQUENCIA DIDATICA
ENSINO MEDIO

Profa. Claudenice Turma: 22 Série Data: XXXXxx
Duracéo: 3aulas

Area do conhecimento: Area da Matematica Componente Curricular: Matematica
Unidade Tematica: Geometria e Objeto de conhecimento: Circunferéncia Trigonométrica: Reducéo
Medidas ao 1° quadrante e Relacdo fundamental da trigonometria

Habilidade: (EM13MAT?308) Aplicar as relagdes métricas, incluindo as leis do seno e do cosseno ou as nogdes
de congruéncia e semelhanca, para resolver e elaborar problemas que envolvem tridngulos, em variados
contextos.

Desenvolvimento:
Aula 1 - Introducéo e levantamento do conhecimento prévio
Atividade 1 — Apresentar o objetivo da aula, despertando a curiosidade sobre o tema.

O objetivo é relacionar o seno e cosseno de um arco com 0 Seno e 0 COSSeno de Sseus arcos correspondente, e

aplicar a relagdo fundamental da trigonometria.

Reducéo ao 1° quadrante

Podemos determinar 0 seno ou cosseno de um arco simétrico do, do 3° ou do 4° quadrante a partir do seno ou
cosseno de um arco do 1°, vejamos:

Exemplo: Consultando a tabela trigonométrica dos arcos notaveis, determine:

a) sen 150° e cos 150°

Resolucgdo 1: Observe que a extremidade M do arco de 150° pertence ao 2° quadrante, tracando por M a reta
perpendicular ao eixo dos senos, obtendo o ponto P, simétrico de M no 1° quadrante, conforme figura abaixo:

Figura 80 - Ordenadas iguais e abscissas opostas
Os pontos M e P tém ordenadas iguais e abscissas
opostas, logo:

M{150°) ' P(180°-150°=30°) 1
sen 150° = sen 30° = 3

(2]
4 §

cos 150° = —cos 30° = —

~| G

Fonte: Elaborado pela autora

b) sen 240°¢e cos 240°
Resolucgdo 2: Observe que a extremidade M do arco de 240° pertence ao 3° quadrante, tracando por M a reta
que passa pelo centro da circunferéncia, obtendo o ponto P, simétrico de M no 1° quadrante, conforme figura

abaixo:
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Figura 81 - Ordenadas opostas e abscissas opostas

senj Os pontos M e P tém ordenadas opostas e

abscissas opostas, logo:
P(240°-180°=60°)

3
sen 240° = —sen 60° = —7

b3

(2]
oy

cos 240° = —cos 60° = —3

M(240°%)

Fonte: Elaborado pela autora

c) sen 330° e cos 330°

Resolucgdo 3: Observe que a extremidade M do arco de 330° pertence ao 4° quadrante, tracando por M a reta
perpendicular ao eixo dos cossenos, obtendo o ponto P, simétrico de M no 1° quadrante, conforme figura abaixo:

Figura 82 - Ordenadas opostas e abscissas iguais
Os pontos M e P tém ordenadas opostas e abscissas
senj iguais, logo:
P(360°-330°=30) sen 330° = —sen 30° = — =
2

A

cos 330° = cos 30° =

(¢}
4 |
Sbv

M(330°)

Fonte: Elaborado pela autora

Relacionando de maneira analoga para qualquer arco trigonométrico de medida a do 1° quadrante, temos as

seguintes relagdes:

Figura 83 - a medida em grau e radiano

sen sen A
180°-a . ma a
CO? CO_?:
180°+a 360°-a g 210
Fonte: Elaborado pela autora
Se a € uma medida em grau: Se a é uma medida em radiano:

sen(180°—o) = sen « sen(m—x) = sen «
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c0s(180°—x) = —cos « cos(m—x) = —cos x
sen(180°+«) = —sen « sen(m+«) = —sen «
c0s(180°+x) = —cos « cos(m+x) = —cos X
sen(360°—x) = —sen « sen(2m—x) = cos &

c0s(360°—) = cos « cos(2m—x) = cos x

Observacdo: Essas medidas continuam valida mesmo que « ndo seja uma medida do 1° quadrante.

Arcos de medidas opostas
Arcos de medidas opostas, a e —a tem extremidades em relacdo aos eixos das abscissas, observe as figuras
abaixo:

Figura 84 - Arcos de medidas opostas

4 s€n 4 sen

= "
|

Fonte: Elaborado pela autora

Dai, concluimos que:

cos(—a) =cos a
sen(—a) = —sena«a

Exemplos: Calcularemos os seguintes valores usando a simetria.

a) cos (—60°) = cos 60° = %

NI

b) sen (—135°) = —sen 135° = —

Atividade 2 — Resolveremos alguns exercicios do livro explanando o contetido estudado na atividade 1.

Exercicio 1: Sendo e uma medida em grau, com cos a # 0, simplificar a expressao:

_ €0s(360° — a) — cos(180° — a)
- cos (180° + a)
Resolugéo:

Sabemos que cos(360° — a) = cos «,
cos(180° — a) = —cos e cos(180°+ a) = —cos a
Logo:
_ €0s(360° — a) — cos(180° — a)
cos (180° + a)

cos—a(—cosa) 2cosa

—Cos a —Cos a




72

Exercicio 2: De um observatério astrondmico A da Terra, um astrénomo estuda duas estrelas, B e C,
constatando que o angulo obtuso BAC mede «, com cos <= — % que AB = 11 anos-luz e AC = 13 anos-luz.

Com esses dados, o cientista calculou a distancia entre as estrelas B e C. Qual é essa distancia em ano-luz?
Resolugdo:

Indicando por x a distancia procurada e por D a projecdo ortogonal do ponto C sobre a reta 4B, esquematizamos:

Figura 85 - Triangulo ACD e BCD Assim, temos:
C (180° — ) = 4D
f’yi coS a) = 13
‘ : (180° — a) = _0
. E coS a) = —cosa = 13

Logo:£=i=>AD =5
13~ 13

Aplicando o teorema de Pitagoras aos triangulos ACD

e BCD, obtemos: 132 = 52+(CD)?, segue que: CD= 12
. o — ! e x? =52 + (CD)?, segue que: x = 20.
o ,f/ A8 —a Portanto, a distancia entre as estrelas B e C ¢ igual a 20
2] 11 A D anos-luz.

Fonte: PAIVA (2010, p.90)

Atividade 3: Sugerir a resolucdo dos exercicios proposto do livro didatico da pagina 91, para absorcéo do
conteudo (PAIVA, Manuel Rodrigues. Matematica: Paiva, 2 Edi¢do. S&o Paulo: Moderna, 2010.p.914).

Aula 2: Nesta aula faremos a resolucéo dos exercicios sugerido na aula anterior, objetivando a participacéo dos
alunos.

Atividade 1 — Solicitaremos a participag¢do dos alunos para resolugdo dos exercicios no quadro, justificando
suas respostas.

Atividade 2 - Faremos a corre¢do dos exercicios proposto na aula 2, observando o nivel de aprendizagem do

aluno, e suas dificuldades em relacdo ao contetido estudado.

Aula 3: O objetivo € aplicar a relacdo fundamental da trigonometria.
Atividade 1:Desenvolveremos em trés casos demonstrativo:

Para qualquer arco trigonométrico de medida e, temos:

sen’a +cos’a =1

Para melhor compreensdo, vamos demonstrar em trés casos:

1°caso

Seja a a medida de um arco trigonométrico do 1° quadrante.
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Figura 86 — Medida do arco no 1° quadrante

Fonte: PAIVA (2010, p.92)

Aplicando o teorema de Pitagoras no tridngulo OMP, temos:
(MP)?% + (OP)? = (OM)*

Como a ordenada MP = sen a e a abscissa OP = cos a e OM = 1, substituindo na férmula temos que:

(sen a)? + (cos a)? = (1)
Logo,
(sen a)? + (cos a)? = (1)2
Desta relacdo podemos obter ainda:
sen’? a = 1 — cos?

cos’a=1-sen’a

2° caso:
Seja a a medida de um arco trigonométrico com extremidade sobre um dos eixos coordenado.

Figura 87 - a medida do arco com extremidade no eixo coordenado

Fonte: PAIVA (2010, p.92)

* No ponto A, em que sen @ = 0 e cos a = 1, constatamos a validade da relacdo fundamental,
pois 02+ 12=1;

* No ponto B, em que sena = 1 ¢ cos a = 0, constatamos a validade da relagcdo fundamental,
pois 12+ 0%=1;

* No ponto A', em que sen a@ = 0 e cos @ = —1, constatamos a validade da relacdo fundamental,
pois 0%+ (-1)?=-1

* No ponto B', em que sen @ = —1 e cos a = 0, constatamos a validade da relacdo fundamental,
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Pois (-1)?+0?=1
3°caso:

Seja o a medida de um arco trigonométrico do 2°, do 3° ou do 4° quadrante.

Figura 88 - a medida do arco com extremidade no eixo coordenado

I‘l
|4
/

NI G PN 2

Fonte: PAIVA (2010, p.93)

Pelo teorema de Pitagoras aplicado ao triangulo OMP de cada figura, temos:
(MP)2 + (OP)2= (OM)?
Em cada um dos tridngulos OMP, podemos afirmar que: MP = [sen a|, OP = |cos a| e OM =1 raio
Logo,

|sen a| |+ |cos a] ?=1
Lembrando que a propriedade |x|? = x?, do mddulo de um ndimero real x, concluimos:

seno. + cos®a = 1

Note que.com base nessa relagdo, podemos expressar o seno em fungdo do cosseno e vice-versa:
sena=1-cos’a e cos?o=1-seno
Atividade 2: Faremos alguns exemplos e posteriormente aplicaremos uma série de exercicios a serem resolvidos

do livro didatico

Recursos: papel, caneta e livro.

Avaliacdo: Observacdo e registro das interacdes durante as aulas, producées individuais e em grupo.

Referéncias: PAIVA, Manuel Rodrigues. Matematica: Paiva, 2 Edi¢do. Sao Paulo: Moderna, 2010. p.914.
Fonte: Elaborado pela autora

Na SD, o objeto de conhecimento é Circunferéncia Trigonométrica: Redugéo ao 1° quadrante
e Relagédo fundamental da trigonometria, desenvolvida para turma da 22 série do Ensino Médio,
com duracdo de trés aulas, onde a aula 1 é composta por 3 atividade, na atividade 1
desenvolvemos a reducdo ao 1° quadrante, arcos sobre medidas oposta. Na atividade 2
exemplificamos alguns exercicios, e na atividade 3 aplicamos a lista de exercicio proposta no
livro didatico. Com objetivo de determinar o seno e cosseno de um arco trigonomeétrico de
qualquer quadrante. Lembraremos da correspondéncia de um ponto na circunferéncia e a

relacdo dos quadrantes, depois explanaremos o contetdo abordado exemplificando a redugédo
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ao primeiro quadrante e depois Relacionando de maneira analoga para qualquer arco
trigonométrico de medida a do 1° quadrante, dando sequéncia a medida de arcos oposto,
finalizando com diagnostico de cada etapa desenvolvida, observando sempre a evolugdo ou
dificuldade encontrada em uma determinada resolucdo. Nesta SD utilizamos apenas dos

conceitos estudado e o livro didatico para desenvolvimento da mesma.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

O presente trabalho objetivou elaborar Sequéncias Didaticas para o ensino de Razdes
trigonomeétricas na circunferéncia: seno e cosseno. Foi desafiador construir SD para os referidos
contetdos, porém elabora-las foi de crucial importancia para esta futura docente em
Matematica, pois precisamos estar aptos a construir um saber docente que contribua no processo
de ensino e aprendizagem, seguindo competentemente as orientacdes da BNCC agregando os
saberes adquiridos durante a formacgao.

As dificuldades encontradas para a elaboracdo das SD a principio foi o contetdo a ser
abordado sobre Razdes trigonométricas na circunferéncia para seno e cosseno, e segundo foi a
utilizacdo do Software GeoGebra para elaboracdo de atividades em determinado contetdo,
assim como também a elaboracdo de figuras destacadas neste trabalho, tendo em vista que o
contetdo em si é complexo e requer dominio tanto na parte conceitual quanto na préatica, e
elaborar SD neste contexto implicou desenvolver mais ainda habilidades nessa modalidade de
ensino que foram as SD para o0 Ensino Médio. Pensar em elaborar as SD nesse contexto, me fez
refletir como este trabalho pode contribuir no processo de ensino e aprendizagem na area da
Matematica, e como fonte de pesquisa futuramente tanto para alunos e futuros docentes.

A presente pesquisa proporcionou a esta discente organizacao pedagdgica, auxiliando no
manuseio de recursos didaticos, planejamento do tempo estimado para cada aula, incentivando
a pesquisa, a experimentacao, a reflexdo quanto ao ensino e aprendizagem, contribuindo assim
para formacdo docente, pois temos a oportunidade de planejar didaticamente diversas
possibilidades do fazer docente, e a construgdo das Sequéncia Didaticas nos permite lancar
méaos ndo sé do conhecimento matematico, mas atribuir possibilidade que melhorem o ensino
e que podemos refletir sobre a nossa pratica de ensino baseado no diagndstico de assimilacao
do aluno a cada etapa do processo de ensino e aprendizagem e em que podemos melhorar

futuramente.
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