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Abstract. In this work we consider another point of view of the classical pro-
blem of flat Euclidean geometry known as the Heron problem which, in physical
terms, is translated by the law of light reflection. We present a reformulation
and a solution of said problem in geometry known as taxi geometry.

Resumo. Neste trabalho consideramos um outro ponto de vista do problema
classico da geometria euclidiana plana conhecido como o problema de Heron
que, em termos fisicos, se traduz pela lei da reflexdo da luz. Apresentamos
uma reformulagdo e uma solugdo do referido problema na geometria conhecida
como geometria do taxi.

1. Introducao

Um dos problemas de Otimiza¢do na Geometria mais conhecido é o de Heron de
Alexandria, que viveu entre 150 a.C. e 250 d.C.

Segundo FONSECA [1], a Lei da reflexdo da luz ja era conhecida por Euclides e
Aristoteles. No entanto, foi Heron quem mostrou, por um argumento geométrico simples,
numa obra chamada Cartdptrica (ou reflexdo), que os angulos de incidéncia e reflexao
sdo iguais. Heron tomou como inspira¢do o principio aristotélico, o qual afirma que a
natureza nada faz do modo mais dificil, ou seja, se a luz deve ir de uma fonte A a um
espelho I, entdo, ao olho B de um observador, ela deve seguir o caminho mais curto.

A situagdo fisica da lei da reflexdo se traduz matematicamente através do problema
de Heron, que diz:

Problema de Heron: Seja [ uma reta e P e () pontos localizados em um mesmo
semiplano determinado por l. Determine um ponto R sobre | de tal forma que a soma
PR + RQ) seja a menor possivel.

A solug@o de Heron consiste no seguinte: marque o ponto P’ simétrico do ponto
P em relagdo a reta [. Em seguida trace o segmento P’(). O segmento P’'() intersecta a
reta [ em um ponto R. Nas condi¢des do problema, a soma PR + R() é a menor possivel.
Para ver detalhes da prova sugerimos ao leitor consultar SANTOS em [2]. Veja na Figura
2 a solucdo geométrica desse problema.

No que se refere a geometria do taxi, segundo Gusmao, Sakaguti e Pires (2017)
[3], ela teve inicio na topologia com os estudos do russo Hermann Minkowski (1864-
1909), o qual foi um dos professores de Einstein. Em tal geometria, a métrica usual
da geometria euclidiana € substituida por uma nova métrica em que a distancia entre
dois pontos é a soma das diferencas absolutas de suas coordenadas. A métrica do taxi €
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Figura 1. Solucao do problema de Heron classico

Fonte: Autores

também conhecida como distancia de Manhattan. O dltimo nome faz alusdo ao formato
quadriculado da maior parte das ruas na ilha de Manhattan. Tal configurag¢do faz com que
a menor distancia a ser percorrida por um carro que vai de um ponto a outro na cidade
tenha como valor aquele nimero fornecido pela métrica conforme descrevemos.

Como ja mencionamos, nossa proposta é considerar o problema de Heron sob o
ponto de vista da geometria do taxi.

2. Preliminares

Nesta se¢ao vamos expor alguns pré-requesitos mateméaticos necessarios ao entendimento
de nosso trabalho.

2.1. Métrica e espaco métrico

Vamos comecar essa se¢do com a defini¢do de métrica em um conjunto ndo-vazio, essen-
cial em nosso trabalho.

Definicao 2.1. Uma métrica definida em um conjunto M ndo-vazio é uma func¢do d :
M x M — R que associa a cada par de elementos x,y € M um nimero real d(z,y)
chamado a distancia de x a y, de modo que sejam satisfeitas as seguintes condigcdes para
quaisquer x,y,z € M :

dl) d(x,z) =0;

d2) Se x # y entdo d(x,y) > 0;

d3) d(z,y) = d(y, r)

d4) d(x,z) < d(x,y) + d(y, z).

Um espago métrico é um par (M, d) onde d é uma métrica definida no conjunto

nao-vazio M.

Exemplo 2.1 (Métrica euclidiana em R). A reta R, ou o conjunto dos niimeros reais com
a métrica d(x,y) = |x — y| é um importante exemplo de espaco métrico.

Exemplo 2.2 (Métrica euclidiana em R?). Neste exemplo apresentaremos a métrica eu-
clidiana no conjunto

R? = {(z,y);z,y € R*}.
Dados P = (z,y),Q = (z,w) € R? define-se a métrica euclidiana por
d(P.Q) = V(z = 2)" + (y —w)*. (1)

A Figura 2 fornece uma visualizacdo geométrica da distancia entre u e v. Neste caso,
d(u,v) é o comprimento(euclidiano) do segmento que liga os pontos u e v.
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Figura 2. Distancia euclidiana entre dois pontos no R?

5
u=(z,w)
4 e d

d(u,v)
3

.'u = (z,y)

Fonte: Autores

Em particular, d((0,0),(2,3)) = v22 + 32 = V13.

Observacao: A prova de que a fungdo definida em (1) € uma métrica pode ser
vista em [4].
2.2. A métrica do taxi

A métrica que descreveremos nesta se¢do € a métrica que utilizaremos para uma releitura
do problema de Heron.

Nosso ambiente de estudo € o conjunto
R? = {(z,y);2,y € R},
embora a defini¢@o se estenda para os conjuntos R" das n-uplas de coordenadas reais.
Dados P = (z,y),Q = (z,w) € R? define-se a métrica do téxi d; : R? x R? por
d(P,Q) = v — z[ + [y — wl. 2

A Figura 3 mostra uma descri¢do geométrica dessa situacdo. A distincia d;(P, Q)
¢ a soma dos comprimentos dos segmentos PR e R() destacados. Note ainda que

d(P,Q) = d(P,R) + d(R, Q).

Figura 3. Distancia taxi entre dois pontos no R?
5

Q= (z,w)

4

3 d(P,Q) ly — wl

P=(z,y) |z — 2| I R=(zy)

Fonte: Autores
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Exemplo 2.3. Dados P = (2,3),Q = (1,2), temos que
d(P,Q)=12-1+3-2[=1+1=2.

Neste caso a distancia euclidiana é dada por

d(P,Q)=+/(2-1)2+(3-2)2=V2

Necessitaremos das seguintes defini¢cdes para os argumentos da solugdo do pro-
blema de Heron na geometria do taxi.

Definicao 2.2. Uma sequéncia de segmentos contiguos é uma sequéncia de segmentos
conectados na qual cada segmento comeca no ponto(ou vértice) onde o anterior terminou.

Definicao 2.3. Chamaremos de passeio com inicio no ponto P e término no ponto
Q, na geometria do tdxi a uma sequéncia finita de pontos(ou vértices) Js, conectados
por segmentos contiguos horizontais ou verticais, de modo que a sequéncia comec¢a

em P e termina em (). Uma tal sequéncia pode ser representada simplesmente por
PJyjs...Js..dpy1Q.

Na observacao seguinte chamaremos os segmentos horizontais ( verticais) de seg-

mentos do mesmo tipo. Os segmentos horizontais possuem os sentidos da esquerda para
a direita e da direita para a esquerda. Ja os verticais possuem os sentidos de cima para
baixo e de baixo para cima.
Observacio 2.1. E importante ressaltar que os pontos ndo sdo necessariamente distin-
tos.Isso permite que segmentos possam ser repetidos durante o passeio, ou seja, é per-
mitido ir e voltar qualquer quantidade de vezes em um mesmo segmento ou seguir um
sentido oposto (fazer um recuo) do primeiro segmento do mesmo tipo.

Exemplo 2.4. Na Figura 4 temos o passeio PUSQRQ) de P a (). A parte final do passeio
sai de () vai até R e volta pelo mesmo segmento até ().

Figura 4. Indicagoes de um passeios de P a Q.
Us S5

R

Fonte: Autores

Definicao 2.4. Um caminho na geometria do tdxi é um passeio sem segmentos repeti-
dos. Em outras palavras, um caminho é uma poligonal que possui somente segmentos
horizontais ou verticais distintos.
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Figura 5. Um caminho ligando A a B
A

| L

3

0 1 2 3 4 5 6

Fonte: Autores

Ressaltamos que todo caminho é um passeio. No entanto, nem todo passeio € um
caminho. Por exemplo, o passeio PUSQ R() da Figura 4 ndo é um caminho. Ja o passeio
da Figura 5 mostra um caminho ligando os pontos A e B.

Definicao 2.5. Um “caminho direto”na geometria do tdxi é um caminho que ndo possui
segmentos do mesmo tipo com sentidos opostos. Em outras palavras, um caminho sem
recuos.

Definicao 2.6. Chamaremos de caminho ideal a um caminho conectando dois pontos com
a quantidade minima de segmentos.

Exemplo 2.5. Na Figura 6 o caminho PCDGHKQ ndo é um caminho direto. O ca-
minho PAEF L(Q) é um caminho direto, mas ndo é um caminho ideal. Por outro lado,
os caminhos PJ(Q) e PBQ sdo caminhos ideais. Os caminhos diretos determinam a
distdancia entre dois pontos.

Figura 6. Um caminhos diretos, nao diretos e ideais

P A B

H G

K L Q

Fonte: Autores

Feitas as consideragdes necessarias, passaremos a tratar, a seguir, do problema de
Heron na Geometria do taxi.

3. O problema de Heron na geometria do taxi

Nesta se¢do iremos expor uma solugdo para o Problema de Heron na geometria do Taxi.
O enunciado do problema € andlogo ao enunciado da geometria euclidiana.
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Problema de Heron: Sejam | uma reta e dois pontos P e () situados em um
mesmo semiplano determinado por | . Achar um caminho mais curto, na geometria do
taxi, ligando P a () e intersectando a reta l.

Antes de comecarmos com o problema de Heron na geometria do tixi, vamos
fazer uma observacgdo a respeito do problema de Heron euclidiano: no caso em que os
pontos P e () estdo na mesma reta perpendicular a reta [, h4 um caminho euclidiano com
recuo, isto €, o caminho euclidiano sai de um ponto P, passa pelo ponto (), vai até a reta [
e volta pelo mesmo segmento, finalizando no ponto (). Neste caso, podemos dizer que ha
um recuo na parte em que os segmentos estao sobrepostos. Na geometria do taxi, segundo
a defini¢do que adotamos, ndo existe um caminho com essa propriedade.

Nas situagoes seguintes vamos denotar por f,,;, (P, Q) a distdncia taxi correspon-
dente a solucdo do problema de Heron. Vamos comecar colocando uma situagdo particu-
lar.

3.1. Situacao 1: A reta [ ¢ horizontal(ou vertical)

Nesta subsec¢do trataremos do problema de Heron, na geometria do taxi, considerando a
situacdo particular em que a reta [ € horizontal(ou vertical).

Observacao 3.1. No que segue, quando mencionarmos um caminho, estaremos nos refe-
rindo a um caminho na geometria do tdxi, conforme a Defini¢do 2.4.

Observacao 3.2. Nas situacoes do problema de Heron na geometria do tdxi estaremos
considerando somente os caminho situados no mesmo semiplano fechado contendo os
pontos P e (). Além disso, em um primeiro momento, vamos considerar que os pontos P
e () ndo estdo em uma mesma reta horizontal e nem em uma mesma reta vertical.

A situagc@o em que os pontos P e () estdo em uma mesma reta horizontal ou em
uma mesma reta vertical serd tratada separadamente em uma subsecao.

A seguinte proposicao da uma resposta ao problema de Heron, na geometria do
taxi, na situacdo em que a reta [ € horizontal e no caso em que os pontos P e () estdo no
semiplano superior' determinado pela reta [. O caso em que P e (Q estdo no semiplano
inferior € totalmente analogo.

Proposicao 3.1. Sejam P e () pontos situados em um mesmo semiplano determinado por
uma reta horizontal l. Se R e S sdo, respectivamente, as projecdes ortogonais de P e
Q) sobre a reta |, entdo um caminho mais curto de P a () intersectando | é dado pela
poligonal PRS(Q).

Demonstragcdo. Sejam [ a reta de equagdo y = k para algum k£ € R. Sem perda de
generalidade, vamos supor que os pontos P = (a,b) e Q = (¢, d), estdo no semiplano
superior.

Na situacdo descrita acima, vamos verificar que um caminho ideal é dado pela
poligonal PRS(), conforme a Figura 7. Neste caso, distintamente da solu¢do do problema
de Heron cléssico, o caminho intersecta a reta [ em um segmento R.S. A distancia taxi
percorrida é

fmm(PaQ) = |b_k|+|c_a|+‘d_k|
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Figura 7. O problema de Heron com reta horizontal
P = (a.b)

Q= (c: d)

R = (a,F) 5= (c,k)

Fonte: Autores

De fato: Inicialmente, note que a distancia taxi percorrida via poligonal PRS(Q), é
b—k|+|c—a|l+|d— Kl

Vamos mostrar que qualquer outra escolha de caminho que possua apenas o recuo S(), na
geometria do taxi, fornece 0 mesmo valor.

Para simplificar o raciocinio vamos supor que o ponto P seja o ponto de saida e o
ponto () seja o ponto de chegada. Para sair de P existem duas possibilidades: o desloca-
mento inicial é horizontal ou € vertical. Sem perda de generalidade vamos considerar que
o deslocamento inicial seja horizontal. Vamos considerar que serdo feitas m mudangas de
direcdo nos pontos Ny, Ns, ..., N,,, = S. A Figura 8 mostra uma configuracido em que m
¢ impar.

Figura 8. Uma trajetoria para a primeira situacao

P = (a,b) N
4 4
Q= (c.d)
3 Na ¢ i
. N5
‘] Ny © 1 Npa Nma
: ; i o—o
=k U N1
R = (ak) M, My My ﬂ-{st ‘-"l_{,“T, S=(ek)
B 0 1 2 3 4 5 6 7

Fonte: Autores

Note que a distancia euclidiana d;, percorrida horizontalmente é dada por

dh :PN1+N2N3+N4N5+...+Nm,3Nm,2+Nm,15. (3)

'Um semiplano IT determinado por uma reta [ é chamado semiplano superior se, a reta vertical que passa
por um ponto P € II intersecta a reta [ em um ponto R de modo que y(P) > y(R). De modo andlogo se
define um semiplano inferior.
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Projetando ortogonalmente os pontos Ny, N3, N5, ..., Ny, 4, N;_o sobre o eixo X, obte-
mos os pontos My, My, Ms, ..., MmTfﬁl, M%l = N,,_1. Assim,

RM}+MM@+J@M§+M+N@$M%1+A@;Szﬁ§zc—a. 4)

Como

PN, = RM,, NyNs = M;M,, NyN;= M,Ms, ...

ooy N3 N9 = MmTf?aMmTfl e Ny 1N, = MmTflS
segue das equagdes 3 e 4 que a distancia euclidiana percorrida horizontalmente é dada por
dp = |c—al.
De modo anélogo, o deslocamento euclidiano vertical d,, € dado por
dy =|b—k|+|d— k|
Logo, a distancia taxi percorrida na poligonal PNy N,...N,,,_15@) é dada por
dp+dy, = |b—Fk|+|c—a|l+ |d— K|

Essa é a mesma distancia percorrida na poligonal PRS(Q). Além disso, essa distancia taxi
minima percorrida € atingida utilizando qualquer caminho como o descrito na Figura 8.

No caso em que a reta [ € vertical, sua equagado é dada por x = k, para k € R. O raciocinio
¢ totalmente andlogo ao caso da reta horizontal. A Figura 9 descreve essa situacao. [

Figura 9. O problema de Heron com reta vertical

P =(a,b)

5 R=(k,b)
4

3

> S =(kd)

Q= {cd)
4
=k
0 j 2 3 3 5 7 g

Fonte: Autores

Observacao 3.3. Na Figura 8 ambos os caminhos PRS() e PN1N,..SQ) sdo caminhos
mais curtos. No entanto, embora PNy N,..SQ) seja um caminho direto, ele ndo é um
caminho ideal. Por outro lado, o caminho PRS() é um caminho ideal, pois é constituido
de apenas trés segmentos, que é a quantidade minima de segmentos para essa situacdo.
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Corolario 3.1. Nas condicdes da Proposicdo 3.1 temos que

fmin(P, Q) = [b— k[ +[c —a] + |d — k. (5)
no caso em que a reta | é horizontal e

fmin(P, Q) = |a — k[ +[b—d| + |c — k. (6)
se a reta l é vertical.

Observacao 3.4. Como podemos ver na Figura 7, diferentemente da solucdo do pro-
blema de Heron cldssico, na geometria do tdxi a reta | pode ser intersectada em mais de
um ponto. Na situagcdo 1, no caso de | ser horizontal, consideramos a ordenada de P
maior do que a ordenada de (), como na Figura 7. Se ocorresse o contrdrio, bastaria
renomear os pontos. Note que, se for escolhido o percurso da poligonal PRS(Q), a reta |
é intersectada em todo o segmento RS. Se fosse permitido passar pelo ponto () antes de
intersectar a reta l, entdo pode-se intersectar a reta | somente uma vez. Para tal, bastaria
inicialmente ir na direcdo horizontal até o ponto A que tenha mesma abscissa do ponto
Q) e em seguida tomar a direcdo vertical, passar por (), seguir até a reta l e depois voltar
na mesma dire¢do até o ponto (). No entanto, PAS(Q) é um passeio que ndo é um caminho
na geometria do tdxi, embora a distancia euclidiana nesse passeio seja a mesma obtida
via poligonal PRS(Q).

Observacao 3.5. Existem infinitos passeios onde a reta | pode ser intersectada somente
uma vez, cujas distdncias percorridas sdo iguais a distdncia tdxi minima. No entanto,
esses passeios ndo sdo caminhos. Por fim, observamos que, na Situagcdo 1, todos os
caminhos com apenas o recuo S( fornecem a mesma distancia. Em particular, o caminho
PRSQ é um caminho ideal para a situacdo em questao.

3.2. Situacao 2: aretal é transversal

Nesta subsecao vamos apresentar a solu¢dao do problema de Heron no caso em que a reta
[ € qualquer. Vamos nos referir a uma reta deste tipo como sendo uma reta transversal.

Dado um ponto P qualquer, adotaremos as notagdes x(P) e y(P) para indicar,
respectivamente, a abscissa e a ordenada do ponto P. Por exemplo, se P = (a, b), entdo
y(P) = be z(P) = a. Além disso, vamos usar a expressdo “intersectando [ vertical-
mente”’para indicar que o primeiro segmento a instersectar a reta [ ¢ um segmento vertical.
De modo anéloga usaremos a expressao “intersectando [ horizontalmente”.

Como na situagdo 1, consideraremos o caso em que os pontos P e () estdo no
mesmo semiplano superior determinado pela reta [. O caso em que P e () estdo no
semiplano inferior € andlogo.

Proposicao 3.2. Sejam P e () pontos situados em um mesmo semiplano determinado por
uma reta l e s e r as retas verticais que passam por P e (), respectivamente. Se R ¢
a intersec¢do de s com | e G € a intersecdo de r com | entdo, supondo y(R) > y(G),
um caminho mais curto de P até () intersectando | verticalmente é dado pela poligonal

PRSQ, onde S = (2(Q),y(R)).
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Demonstracdo. Conforme no enunciado, sejam as retas /[, e s. Sejam ainda os pontos
P = (a,0),Q = (¢,d),R = snNI,S = (¢,y(R)) e G = r N [. Vamos considerar,
inicialmente, a hipétese adicional y(Q) > y(R). Como, por hipédtese, y(G) < y(R), a
Figura 10 descreve essa situagao.

Figura 10. O problema de Heron: projecoes verticais de P e Q

5 s r

\ P = (a,b)
= (c,d
—Ar -C @ = (cd)

Y=
= \R
2

a3 2 10 1 3 4 5 [ \e

Fonte: Autores

Vamos provar que se M é um ponto tal que y(M) < y(R), H = (z(M),y(P))
e N = (2(Q),y(M), entdo a poligonal PRS(Q fornece uma distdncia menor do que
aquela fornecida pela poligonal PH M N Q). Em outras palavras, se y(Q)) > y(R) entdo a
poligonal PRS() fornece uma distancia menor ou igual do que todos os outros caminhos
que intersectam verticalmente a reta [. Veja a Figura 11.

Figura 11. Problema de Heron: projecoes de P e Q na direcao vertical, com

y(Q) > y(R)
) P = (a,b) H
\ Q=(cd
—Az - C

y= B :

Fonte: Autores

De fato: Basta ver que PH + HM + M N + NQ zﬁ’R—i—m%—%) +2NS.
Como a reta [ é transversal e y(M) < y(R), temos que NS # 0. Vale notar que se
y(Q) = y(R), o segmento S() degenera-se ao ponto () e o caminho PRS( torna PRQ).

Agora falta considerar o caso em que y(@)) < y(R). Veja a Figura 12.

Como na Figura 12, sejam R, M € [ tais que y(R) = y(Q) e y(M) < y(R).
Nestas condi¢des, com procedimentos andlogos aos que fizemos na primeira parte da
demonstracdo, obtemos que qualquer caminho que intersecta verticalmente a reta [ no
ponto M fornece uma distancia maior do que a fornecida pela poligonal PRS(). Por
exemplo via poligonal PHM N(). como mostra a Figura 12. Além disso, a distincia

minima € atingida intersectando [ verticalmente em qualquer ponto Z tal que y(R) <
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Figura 12. Problema de Heron: projecoes de P e () na direcao vertical, com

Y(Q) <y(R)
. P J o
~ .
K S
2 R Q
1 R
N

M G

o 1 2 3 4 5 5 ~I_

Fonte: Autores

y(Z)) < y(R). Para calcularmos a distincia taxi percorrida d;(PRS(Q) via poligonal
PRS(Q note que
—Aa—-C —Aa—-C

R = (a, 5 ), S=(c, 5 ).

Entao,

d;(PRSQ) = PR+ RS+ SQ

—Aa—C —Aa —C

= ]b—TH—\C—aH—ld—Tl
Aa+ Bb+C Aa+ Bd+C

= A oo 4 22T

Se y(Q) > y(P), a configuragdo da poligonal PRS() seria mantida. Por outro lado, se
Y(Q) < y(R) < y(P), a configuragio da poligonal PRS() também seria mantida, com
a diferenga que, neste caso, o percurso S() seria feito descendo ao invés de subindo. Por
fim, se y(R) < y(G), entdo basta renomear adequadamente os pontos P, (), R e G. Isso,
mostra que a hipdtese y(R) > y(G) € suficiente e encerrramos a prova da proposi¢do. [

A seguinte proposi¢ao trata do caso em que a reta [ € intersectada horizontalmente.

Proposicao 3.3. Sejam P e () pontos situados em um mesmo semiplano de uma reta l e
s' e r' as retas horizontais que passam por P e @), respectivamente. Se R’ é o ponto de
intersecgdo de s' com l e G' é a intersegdo de r' com | entdo, supondo x(R') < x(G"), um

caminho mais curto de P até () intersectando | horizontalmente é dado pela poligonal
PS'G'Q, onde S" = (z(G"),y(R)).

Demonstracdo. Conforme no enunciado, sejam as retas [, 7’ e s’. Sejam ainda os pontos
P =(a,b),Q = (¢,d),R =sNI,G'"=r"NleS = (x(G"),b). Como por hipétese,
z(R') < z(G"), a Figura 13 descreve a situa¢do em que z(P) > z(G’).

A ideia é provar que se M’ é um ponto tal que z(M') < z(G),
H = (z(Q),y(M") e N' = (x(M'),y(P)), entdo a poligonal PS’G’() fornece uma
distancia menor do que aquela fornecida pela poligonal PN'M'H'Q).
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Figura 13. Problema de Heron: projecoes de P e () na direcao horizontal
R s’ P = (a,b) s

-2 -1 0 1 2 3 a4 5 6 7

Fonte: Autores

Em outras palavras, se z(M') < z(G"), entdo o caminho P.S'G'() fornece uma
distancia menor ou igual do que todos os outros caminhos que intersectam horizontal-
mente a reta [. Veja a Figura 14.

Figura 14. Problema de Heron: percurso minimo com projecoes horizontais e
reta transversal

._.Er N 5 P = (a,b) s
1 4 "
‘l}\\ I v

Fonte: Autores

Os argumentos sdo inteiramente andlogos ao caso anterior onde consideramos as
retas s e 7, para andlise. Para calcularmos a distancia taxi percorrida d;(PS'G'Q) via
poligonal PS’G’Q) note que

—Bd—-C —Bd—-C

§ = (b, ¢ = (——d).

Entao,

d,(PS'G'Q) = PY+5G +GQ

—Bd—-C —Bd—-C

= |a—T|+\b—d|+|C—Tl
Aa+ Bd+C Ac+ Bd+C

= AETEE a4 2T

Por fim, fazendo observacdes andlogas as feitas no final da prova da Proposicdo 3.2,
encerramos a prova da Proposicdo 3.3. [

O que expomos até aqui soluciona o problema de Heron na métrica do taxi. Temos
entdo o seguinte teorema.
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Teorema 3.1. Sejam P e () pontos situados no semiplano superior determinado por uma
reta l.

i) Sel é horizontal ou vertical, entdo um caminho mais curto de P a () intersectando
l € dado pela poligonal PRS() onde R e S sdo, respectivamente, as projecoes
ortogonais de P e () sobre a reta l.

ii) Se l é transversal, sejam R e G as respectivas intersecoes com l, das retas ver-
ticais que passam por P e Q. Sejam ainda R' e G', as respectivas intersecoes
com l, das retas horizontais que passam por P e (). Sem perda de generalidade,
suponnhamos que y(R) > y(G) e x(G") > x(R'). Nestas condigdes, um caminho
mais curto de P a () intersectando | é dado ou pela poligonal PRS(Q) ou pela
poligonal PS'G'Q, onde S = (z(Q),y(R)) e S" = (x(G"),y(P)). Além disso, se
o caminho mais curto for via poligonal PRSQ e y(Q) > y(R), entdo R é o tinico
ponto onde a reta | poderd ser intersectada mantendo-se a distdncia minima no
percurso. Se y(Q)) < y(R), entdo a reta | poderd ser interctada em qualquer
ponto D € | com y(Q) < y(D) < y(R), mantendo-se a distncia minima no
percurso. Argumentos andlogos valem se o caminho mais curto for via poligonal

PS'G'Q.
Demonstracdo. Segue imediatamente das proposicoes 3.1, 3.2 e 3.3. [

Na situagdo do Teorema 3.1, o caminho mais curto de P a () na métrica tixi, é
realizado pela poligonal PRS() ou pela poligonal PS’G'Q). Logo,

fumin (P, Q) = min{d,(PRSQ), d,(PS'G'Q)}.

Usando a notacao
Ma,y) = Az + By + C, (7N

obtemos

Junin(P, Q) = min{|——— o

Nesta situagdo, o procedlmento para encontrar o percurso tdxi mais curto pode ser resu-
mido assim: pelo ponto P trace a reta vertical s e a reta horizontal s’. Pelo ponto () trace a
reta vertical r e a reta horizontal /. Considerando que os pontos P e () estdo no semiplano
superior a [, determine os pontos R = sNI,G =rNI,R =s NleG =1"NIl. Dos
pontos R e G considere aquele que possui a maior ordenada e dos pontos R’ e G’ consi-
dere aquele que possui a maior abscissa. Se os pontos considerados sdo R e ', considere
ainda o ponto S que possui mesma abscissa de () e mesma ordenada de R e o ponto S’
que possui mesma abscissa de R’ e mesma ordenada de . Por fim calcule d;(PRSQ),
di(PR'S'Q) e em seguida fi,in (P, Q) = min{d,(PRSQ),d;(PR'S'Q))}.

Observacao: Se os pontos P e () estiverem no semiplano inferior determinado
por [, os argumentos sdo andlogos.

h() ()

( b) (a d)

|+ e —al +] |+ 1b—d[+[——[} ®)

Corolario 3.2. Nas condicdes da situacdo ii) do Teorema 3.1:
i) Se A= Be(C =0, entdo

fun(P,Q) = min{di(PRSQ),dy(PS'G'Q)}
= minf{la+b|+|c—a|l+|a+d|, |a+d +|b—d+|d+ |}
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ii) Se A= —BeC =0, entdo

fmin(P7 Q) = mln{dt(PRSQ),dt(PS'G’Q)}
= min{la—c|+[b—a|+|d—a|, |d—a|+ |d—b|+ |d—c|}.

Demonstragdo. Se A = B e C' = 0, entdo a equagdo dareta [ reduz-se a x+y = 0.Assim,
basta considerar A = 1 = B para obter h(z,y) = x + y e usar a Equacao 8. Por outro

lado, se A = —B e C = 0, a equacdo da reta [ reduz-se a + — y = 0. Neste caso, basta
substituir A = 1 e B = —1 para obter h(z,y) = z — y e usar a Equagio 8. O
Exemplo 3.1. Considere a reta de equacdo y = —2x + 3 e os pontos P = (3,4) e

Q) = (4,2). Vamos determinar os pontos R, S, R', S destacados na Figura 15.

Figura 15. Descricao geométrica do Exemplo 3.1

s P
P
R' Q
2 \ °
1
4 3 2 10 1 2 ] 5 6 7 8 9
-1
-2
R S
°
-4
G
-5

Fonte: Autores

O ponto R estd na reta l e possui a abscissa a = 3 do ponto P. Substituido-se na
equacdo y = —2x + 3 obtemos R = (3,—3). O ponto S tem mesma abscissa do ponto
Q, isto é c = 4 e mesma ordenada do ponto R. Assim, S = (4, 3). Desta forma obtemos,

d;,(PRSQ) = PR+ RS+5Q
|4 —(=3)|+1[3—4|+]|—3-2]
7+1+5=13.

Por outro lado, o ponto R' estd na reta | e possui mesma ordenada ¢ = 2 do ponto Q).
Substituido-se na equacdo y = —2x + 3 obtemos R' = (%, 2). O ponto S’ possui mesma

ordenada b = 4 do ponto P e mesma abscissa % do ponto R'. Logo, S" = (%, 4). Assim,

d4(PS'RQ) = PS+S5R+RQ
1 1

= B +]4—2+|-—4

3= Sl+4=2[+]5 4

) 7
= —+24+-=8.
2+ +2
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Neste caso a melhor configuracdo é via a poligonal PS'R'Q) e

fuoin(P, Q) = di(PS'R'Q) = 8.

3.2.1. O caso em que P e () estao em retas horizontais ou verticais

Nesta subse¢do vamos comentar o caso em que os pontos P e () estdo em uma reta
vertical. O caso em que estdo em uma reta horizontal é totalmente andlogo.

Sejam P = (a,b) e Q(a,d) onde y(P) > y(Q), situados no semiplano superior
determinado por uma reta [ horizontal de equacao y = k, conforme mostra a Figura 16.

Figura 16. Pontos P e Q em um reta vertical
4 P OF—R
3

Q@

2

€

T 8

Fonte: Autores

Como PQT'(Q) é um passeio que ndo € um caminho, afim de se constituir um cami-
nho € necessario realizar um afastamento horizontal em algum momento antes de chegar
em (). Suponhamos que seja escolhido o caminho PRST'(). Neste caso, no segmento PR
foi realizado um afastamento para a direita de tamanho €. J4 no segmento S foi feito um
recuo de tamanho e. Esse valor € pode se tornar tdo pequeno quanto se queira, mas nao
pode ser zero, pois se assim fosse, o caminho PRST'() passaria a ser o passeio PQT'Q).
Se denotarmos por PQ)T'() a medida euclidiana do passeio PQT'() entdo,

PQTQ =PQ+QT+TQ =1b—k|+|d— k|

Assim, o ndmero |b — k| + |d — k| é uma cota inferior(ndo atingida) para o conjunto das
distancias percorridas via qualquer caminho que saia de P intersecte a reta [ e chega em
(2. Em outras palavras, ndo existe um caminho mais curto, nessa situa¢io. A situacio de
uma reta horizontal é totalmente andloga.

Vamos olhar para a situagao em que que a reta [ possui equacio Ax+ By+C = 0,
com A e B ndo nulos. Além disso, sejam P = (a,b) e Q(a, d) em uma reta vertical com
y(P) > y(Q), conforme mostra a Figura 17.

Com procedimentos andlogos ao que j4 fizemos antes, ao projetarmos 0s pon-
tos P e () na direcdo horizontal obtemos os pontos M e V sobre a reta [. Como
z(V) > (M), construimos o caminho PUV Q. Por outro lado, projetando os pontos
P e @) na direcdo vertical, obtemos o passeio PQT'(). Neste caso somos obrigados a re-
alizar um afastamento horizontal de medida € para obter o caminho PRST'(). Assim, se
d;(PUVQ) > PQTQ entdo, ndo existe um caminho mais curto que realiza a tarefa de
sair de P intersecta a reta [ e chega em (). Por outro lado, se d;(PUV Q) < PQT(Q), entdo
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Figura 17. Pontos P e ) em um reta vertical com reta horizontal
UM U P ¢ R

Vv

Fonte: Autores

fmin(P, Q) = d;(PUVQ), isto €,

Aa+ Bb+C Aa+ Bd+C
fon(P,Q) = [——F—— [+ b—d][+ —F—
A A
h(a,b) h(a,d)
T R

As outras situagdes sdao analogas.

Observacao 3.6. Se forem permitidos como solucdo passeios ao invés de caminhos entdo
ndo haveria problema no caso em que P e () estdo em uma reta vertical ( ou em uma
reta horizontal). E uma questdo de escolha no modo de definir um caminho. Nossa es-
colha estd em consondncia com a teoria dos grafos, a qual ndo considera como caminho
aquelas situacoes em que existem segmentos(arcos) sobrepostos(repetidos).

4. QOutras situacoes-problema

Nesta secdo iremos apresentar algumas situacdes que envolvem a geometria do taxi.

Situacao-problema 1: Suponha que um movel tenha a missdo de fazer uma en-
trega saindo de um ponto P, exatamente no ponto X de uma reta horizontal | e outra
entrega no ponto () no mesmo semiplano determinado por l. Determinar um caminho
ideal 6timo e a distancia taxi percorrida nesse caminho para realizar a missao.

Solugio: Se z(P) < z(X) < z(Q), como descreve a Figura 18, o problema
torna-se um caso particular do problema de Heron. Mais especificamente, vimos na
situacdo 1 que um caminho ideal é dada pela poligonal PRS(), que ja contém o ponto X.

Qualquer configura¢do de caminho que intersecte a reta [ e possui somente o recuo S(),
deve levar fu,in (P, Q) = di(P, X) + di(X, @), pois X estd fixado.

Figura 18. Situacao-problema 1

Ao

Q= (c,d)
N

Fonte: Autores
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Se considerarmos P = (a,b),Q = (¢,d), R = (a,k), S = (¢, k) temos que
fuin(P, Q) = di(PRXSQ) = dy(PRSQ) = |b — k| + [c — a| + |d — k.

Observacao 4.1. Se tivermos ©(X) > x(Q) ou x(X) < z(P), entdo serd necessdrio
mais um passo para chegar até (). Por exemplo, na situacdo da Figura 19, os caminhos
PRXUQ e PTXV(Q sdo duas possibilidades.

Figura 19. Situacao problema 1 com z(X) > z(Q) > z(P).

4 P T

3 Q@ U

2

Fonte: Autores

Situacao-problema 2: Suponha que um movel tenha a missdo de fazer uma en-
trega, saindo de um ponto P, exatamente no ponto X de uma reta transversal | e outra
entrega no ponto () no mesmo semiplano de P determinado por l. Qual o caminho mais
curto a se fazer na geometria do tdaxi ?

Solucao: Vamos considerar a situa¢do descrita na Figura 20. Nesta situacio,
vamos denotar a distancia téxi percorrida por d,;;,, Como o ponto X estd fixado, qualquer

Figura 20. Situacao-problema 2
5 Q= (c,d)

P

(a,b)

R X 1

Fonte: Autores

configura¢do de caminho ideal deve fornecer dp,;, (P, Q) = di(P, X) + dy(X, Q). Uma
possibilidade é dada pela poligonal PRX S(). Veja que

d(PRXSQ) = di(P,X)+di(X,Q)
= PR+RX+XS+S5Q
= PR+RT+TQ

Se areta [ possui equagdo Az+By+C = 0e X = (z,, =22=C) entdo R = (a, =4%=%)
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e S = (z,,d). Segue que

— Az, — C —Ax, - C

duin = b= 22" e —a] 4 |d - 2=
Az, + Bb+ C Az, + Bd+ C

= AR e g TG

As configuragdes dadas pelas poligomais PUXSQ, PRXTQ, PRXHGQ, PUXTQ e
PU X HG() também fornecem d.,;,,. Note que ndo usamos o precedimento da situacao ii)
do Teorema 3.1, pois o ponto X esta fixado. No teorema, procuramos um X onde se deve
tocar a reta [ para ter o percurso fin (P, Q).

Situacao-problema 3: Considere uma reta [ e um ponto P fora dela. Um moével
partindo de P deve-se fazer uma entrega na reta [. Qual é o ponto X de [ onde deve ser
feita a entrega para que a distancia taxi seja a menor possivel ?

Solucao: A distancia que se deseja encontrar, na verdade, € a distancia de P até
a reta [ na métrica do taxi. Em [5] LOIOLA(2015) descreve as cOnicas na geometria do
taxi. Além disso, mostra que se P = (z,,y,) e [ possui equagdo Ax + By + C = 0, entdo
a distancia taxi d,(P, 1) de P até [, é dada por
Az, + By, + C|

A titulo de informacdo e comparagdo recorde que a distincia euclidiana de P até a reta [

¢ dada por
| Az, + By, + C|
d(P,1) = . 10
() VA2 4 B2 (19
Exemplo 4.1. Considere a reta de equa¢do x—2y+2 = 0 e o ponto P = (1,5), conforme
descricdo na Figura 21.

Figura 21. Distancia de ponto a reta
P =(1,5)

Fonte: Autores

De acordo com as equagoes (9) e (10) temos que

d(Pl>_\1.1+(—2).5+2|_z
SO max{]1) -2} 2

11+ (=2)5+2] 7V5

APl = = T .
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Considerando a Figura 21, note que
dt(‘P’l) = mln{d(P7 S)7d<P7 R)} € d(P7l) = d(P7 Q)a
onde R = (1,2), S = (8,5) e PQ é ortogonal a .

5. Consideracoes finais

Em nosso trabalho apresentamos um outro ponto de vista do problema de Heron utili-
zando a geometria do taxi e mostramos como soluciona-lo.

Vale destacar que no problema classico da geometria euclidiana, o ponto a ser to-
cado na reta [ € Unico e isso determina um caminho tnico que minimiza a distancia. No
entanto, a situa¢do muda ao considerarmos a métrica do téxi, onde podem existir infinitos
caminhos ideais que minimizam a distancia. Do ponto de vista pratico, procura-se dentre
todos os caminhos aquele( ou aqueles) que , além de minimizar a distancia, também mini-
miza a quantidade de mudancas de direcdo durante o percurso. Mas, vale ressaltar que os
caminhos que minimizam distancia e mudancgas de dire¢cao também ndo sdo tnicos. Além
disso, na geometria do taxi, existem situacdes onde a reta [ € intersectada em mais de um
ponto. Na verdade, se a reta [ é tocada(via caminhos ideais) em mais de um ponto, neces-
sariamente serd tocada em um segmento. Para finalizar, apresentamos algumas situacoes
similares ao problema de Heron. Acreditamos que este trabalho possa ser util aos que
possuem interesse pela geometria do taxi. Para aqueles que o interesse é o ensino bésico
sugerimos adaptar nossos exemplos para situagdes do cotidiano. Além disso, sugerimos
também as referéncias [5], [2], [1] e [3].
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