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RESUMO

Neste trabalho, apresentamos a teoria de corpos finitos introduzindo os principais conceitos
e abordando os principais resultados para proporcionar um texto em portugués que sirva

de base para estudos tedricos ou para consulta no caso de o interesse ser nas aplicagoes.

Palavras-chave: Corpo finito; extensao de corpo; corpo ciclotéomico.



ABSTRACT

In this work, we present the theory of finite fields by introducing the main concepts and
covering the key results to provide a Portuguese-based text that serves as a basis for

theoretical studies or for reference in case the interest lies in applications.

Keywords: Finite field; field extension; cyclotomic extension.
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Introducao

Conceitos subjacentes da teoria dos corpos finitos remontam aos séculos XVII
e XVIII, em trabalhos de matematicos eminentes como Pierre de Fermat (1601-1665),
Leonhard Euler (1707-1768), Joseph-Louis Lagrange (1736-1813), e Adrien-Marie Legendre
(1752-1833). No entanto, foi no século XIX que o o desenvolvimento desta teoria ocorreu
com maior vigor. Com as contribui¢des extraordinérias de Carl Friedrich Gauf (1777-1855)
e Evarist Galois (1811-1832), pode-se dizer que foi nessa época que a teoria geral dos

corpos finitos se consolidou como a conhecemos hoje.

Nos dias atuais, essa teoria tem se provado especialmente interessante para questoes
praticas. As areas de aplicagdo sao vastas, entre elas citamos criptografia, teoria dos
cddigos, processamento digital de sinais e transformada discreta de Fourier. Sdo notaveis
também as aplicacoes em outras areas da matematica, tais como combinatoria, geometria
algébrica, geometria aritmética, geometria finita e teoria dos nimeros [p. xii de (LIDL;
NIEDERREITER, 1997) e p. 2 de (PANARIO, 2007)].

O estudo de corpos finitos esta, portanto, mais do que justificado, tanto por seus
aspectos tedricos, quanto por suas aplicacoes praticas. Nosso objetivo com este trabalho é
apresentar as principais defini¢oes e resultados basicos, a fim de proporcionar um texto
em portugués que sirva como ponto de partida para estudos tedricos mais profundos, ou

para consulta no caso de o interesse ser nas aplicagoes.

O primeiro capitulo consiste em uma revisao dos fundamentos bésicos de algebra,

notagao e terminologia que serdo utilizados no decorrer do texto.

O segundo capitulo trata dos principais conceitos da teoria de corpos finitos.
Iniciamos apresentando questoes relacionadas a estrutura, como nimero de elementos e
caracterizacao de subcorpos. Em seguida, investigamos corpos finitos do ponto de vista
da algebra linear. Além disso, tratamos de alguns tépicos adicionais, como extensoes
ciclotomicas, o Teorema de Wedderburn e representacao. Por fim, apresentamos o conceito

de ordem de um polinémio e deduzimos alguns resultados e aplicagoes.



CAPITULO

Fundamentos de algebra

Nosso proposito neste capitulo introdutério é apresentar algumas definigoes e
resultados elementares, bem como algumas notacoes necesséarias para o desenvolvimento
deste trabalho. Alguns resultados serdao apresentados sem demonstracao. Os leitores
interessados em maiores detalhes podem consultar os livros (LIDL; NIEDERREITER,
1997), (HUNGERFORD, 1980) e (GONCALVES, 1979).

Uma estrutura algébrica é um conjunto nao vazio munido de uma ou mais operagoes
binarias. Quando uma estrutura algébrica satisfaz certas propriedades, ela recebe um
nome particular. Neste capitulo, apresentamos as estruturas de grupos, anéis e corpos,

com énfase no que é necessarios para o estudo dos corpos finitos no capitulo seguinte.

1.1 Grupos

Iniciamos com o conceito de grupo e deduzimos algumas de suas propriedades.
Essa estrutura algébrica, embora seja a mais simples do ponto de vista axiomaético, é

extremamente rica tanto do ponto de vista tedrico quanto de suas aplicacoes.

Definicao 1.1 Seja G um conjunto ndao vazio e x uma operacao bindria em G. Dizemos

que (G, %) é um grupo quando as sequintes condigoes sao satisfeitas:
1. A operagio x € associativa em G, isto €, (a xb) x ¢ = a x (b* ¢) para quaisquer
a,b,c € G.

2. Eziste um elemento identidade, o qual denotaremos por eq € G, tal que

eqg*a=axeg = a para qualquer a € G.

3. Para cada a € G, existe a' € G tal que axa' = a' *xa = eq.
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Observacgao 1.1 Seja (G,*) um grupo.

e E possivel provar a unicidade do elemento identidade ec.

e Dado a € G, o elemento a’ € G do item 3 da defini¢io 1.1 é chamado de elemento

oposto, ou inverso, de a € G com respeito a operacao .

o Se a operagdo x é comutativa em G, isto é, se a x b= b*a para quaisquer a,b € G,

dizemos que G € um grupo abeliano.

e Por simplicidade, quando a operacao * estiver clara no contexto, escrevemos apenas

G para denotar o grupo (G, %), e escrevemos apenas ab para denotar a * b.

Definicao 1.2 Seja G um grupo e H um subconjunto nao vazio de G. Dizemos que H ¢

subgrupo de G quando H ¢é grupo com a operagio de G restrita a H.

Exemplo 1.1 O conjunto R dos reais € um grupo abeliano com respeito a operagdo usual

de adig¢ao. Além disso, o conjunto Q dos racionais é um subgrupo de R.

Verificar que um subconjunto nao vazio é um subgrupo as vezes pode ser traba-
lhoso, no sentido de que é preciso garantir que todos os axiomas do grupo sao validos
para os elementos deste subconjunto. No entanto, o resultado a seguir nos fornece uma

caracterizagdo para subgrupos, o que nos permite verificar isso de uma forma mais simples.

Teorema 1.1 (Critério de subgrupo) Seja G um grupo e H um subconjunto nao vazio

de G. Entao H € subgrupo de G se, e somente se all € H sempre que a,b € H.

Segue do Teorema 1.1 que G e H = {eg} sdo subgrupos de G, os quais sdo chamados

subgrupos triviais de G.

Observagao 1.2 Podemos construir subgrupos ndo triviais de um grupo G = (G, x*).

Para isso, fitamos um elemento a € G e, denotando o elemento inverso de a por a™!,

consideramos para cada m inteiro que

axax*---%a (m parcelas) sem >0
a™ =< (aY* (a7 * - x (at) (m parcelas) sem <0 -
eq sem =10

Nestas condigoes, podemos provar com um argumento de inducao que a operagdo entre 0s
elementos a™ e a™, com m e n inteiros, ocorre de maneira semelhante ao que jd conhecemos
da aritmética elementar. Assim, valem para a € G propriedades operacionais tais como

ama" = a™t", (a™)" = a™ e outras relacionadas. Dizemos que a™ € uma poténcia de a.
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Teorema 1.2 Seja G um grupo e seja a € G. Entdo, o conjunto das poténcias de a,
H={a™:m € Z}, é subgrupo abeliano de G.

Demonstracdo: Observamos que H # () pois, tomando m = 0 temos a™ = a’ = e € H.

m ,—"Nn

Se a™,a" € H com m,n € Z, entdo a™(a")"! = a™a™™ = a™ " € H, logo H é subgrupo

de G pelo Teorema 1.1. Além disso, H ¢é abeliano pois a"a™ = a™*" = "™ = ¢"a™.

Definicao 1.3 Seja G um grupo e a € G. Chamamos de subgrupo gerado por a, e

denotamos por {(a), ao subgrupo de G cujos elementos sdo poténcias de a, isto €,

(a) ={geG:g9g=a"meZ}.

Definicao 1.4 Seja G um grupo. Definimos a ordem do grupo G, a qual denotaremos
por |G|, como sendo o nimero de elementos do conjunto G. Se |G| = n com n inteiro

positivo, dizemos que G € um grupo finito de ordem n.

A ordem do subgrupo gerado por a, a qual denotaremos por |a|, é o niimero

de elementos do conjunto (a), isto é,
lal = [(a)]-

Teorema 1.3 Seja G um grupo e suponha que a € G tem ordem finita. Entao |a| =k se,

k h

e somente se k € o menor inteiro positivo tal que a” = eq. No caso afirmativo, se a"* = eg,

entao k divide h.

Definicao 1.5 Seja G um grupo. Dizemos que G é um grupo ciclico quando existe
b€ G tal que
G = (b).

Exemplo 1.2 O conjunto dos Z dos inteiros com a operacao usual de soma € um grupo
abeliano ciclico gerado por 1. De fato, é fdacil verificar que os axiomas do grupo sao

satisfeitos. Para mostrarmos que Z = (1), basta notarmos que para qualquer m € Z, temos

1+1+4+---4+1 (m parcelas) sem >0
m =9 (—1)4+(=1)+--- 4+ (=1) (m parcelas) sem <0 .

0 sem=20

Exemplo 1.3 Fizemos m inteiro positivo. Vejamos que o conjunto dos mailtiplos de
m, mZ = {ma : a € Z}, é subgrupo de Z com a operagao usual de soma. De fato, temos

que mZ # () pois m0 = 0 € mZ. Além disso, para quaisquer ma, mb € mZ, temos que
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ma —mb = m(a — b) € mZ. Enfatizamos que m(a — b) denota (a — b) somado consigo
mesmo m vezes como descrevemos na Observagdo 1.2 - aqui ndao consideramos a operagao
de multiplicacao. Logo, o critério de subgrupo implica que mZ é subgrupo de Z. Além disso,

sequindo os mesmo passos do Exemplo 1.2 vemos que mZ é grupo ciclico e mZ = (m).

Agora, estamos interessados em descrever outros grupos que serdao de nosso interesse
no decorrer deste trabalho. Iniciamos recordando o conceito de congruéncia nos inteiros.
Sejam a e b inteiros e m um inteiro positivo. Dizemos que a é congruente a b médulo
m, e denotamos por a = b (mod m), quando m divide (a — b), isto é, (a — b) € mZ. Em
outras palavras, a = b (mod m) quando (a — b) é multiplo inteiro de m. Podemos entao

estabelecer uma relacao R entre inteiros a e b através da congruéncia modulo m:

aRb <= a=0b (mod m).

A seguir, vemos como o conceito de congruéncia pode ser generalizado e introduzido
na teoria de grupos através do conceito de classes laterais. Para maiores detalhes sobre
esse assunto, indicamos a segao 4 do capitulo 1 de (HUNGERFORD, 1980).

Definicao 1.6 Sejam G um grupo, H um subgrupo de G e a,b € G. Dizemos que a €

congruente a direita de b mdédulo H, e denotamos a =4 b (mod H), se ab™' € H.

Observacao 1.3 Dizemos que a é congruente a esquerda de b modulo H, e deno-
tamos a =, b (mod H), se a='b € H. No que se segue, apresentamos apenas o caso
"congruente a direita’, pois o caso "congruente a esquerda'é tratado de modo inteiramente
andlogo. Observamos que, se G € abeliano, entdo as congruéncias a esquerda e a direita
médulo H coincidem, pois ab™* € H <= (ab ™)' =ba ' =a"'be H.

Teorema 1.4 Seja H um subgrupo do grupo G.

1. A congruéncia a direita modulo H € uma relacao de equivaléncia em G.

2. A classe de equivaléncia de a € G com respeito a congruéncia a direita modulo H €
o conjunto Ha = {ha : h € H}.

3. Para qualquer a € G, temos #(Ha) = |H]|.

Demonstrag¢do: Sejam a,b,c € G.

1. Temos a =4 a (mod H) pois aa™ = eq € H (reflexividade). Se a =4 b (mod H),
entdao ab~! € H implica (ab™')"!' = ba™! € H, ou seja, b =4 a (mod H) (simetria).
Além disso, se a =4 b (mod H) e b =4 ¢ (mod H), entdo (ab™!), (bc™!) € H. Logo
(ab™')(be™') = ac™' € H, isto é, a =4 ¢ (mod H) (transitividade).
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2. Fixemos a € G. A classe de equivaléncia de a é o conjunto

{reG:x=4a (mod H)}={re€G : ra' € H}
={reG:za'=he H}
={reG:2=nha, comhe H}
= Ha.

3. Se x € Ha, entdo x = ha para algum h € H pelo item 2. Consideremos a aplicacao
¢ : Ha — H dada por ¢(ha) = h. Se 1(ha) = 1(h'a), entdo h = b’ implica ha = I a,
logo 1) € injetiva. Além disso, 1 é sobrejetiva pois, se h € H, entao ha € Ha é tal que

t(ha) = h. Os conjuntos Ha e H tém mesma cardinalidade pois estdo em bijecao.

Definicao 1.7 Seja G um grupo, H um subgrupo de G e a € G. O conjunto Ha é chamado
de classe lateral a direita de H, e o conjunto aH ¢é chamado de classe lateral a

esquerda de H.

Corolario 1.1 Seja G um grupo, H um subgrupo de G e a,b € G.

1. Os conjuntos Ha e Hb ou sdo iguais ou sao disjuntos.
2. G € uniao disjunta das classes laterais a direita de H.
3. Ha = Hb se, e somente se ab™! € H.

4. Seja D o conjunto das distintas classes laterais a direita de H em G, e EJ' o conjunto
das distintas classes laterais a esquerda de H em G. Entio, #(D) = #(F) e
|H| = #(aH) = #(Hb) para quaisquer a,b € G.

Demonstragdo: Os itens 1 e 2 seguem do item 1 do Teorema 1.4. Provemos o item 3.
Suponhamos que Ha = Hb. Como a € Ha = Hb, entao pelo item 2 do Teorema 1.4 a = hb
para algum h € H = h = ab™! € H. Reciprocamente, se ab~! = h para algum h € H,
entdao a = hb = a € Hb. Como a € Ha () Hb, entao pelo item 1 vemos que Ha = Hb.
Para provar o item 4, consideremos a aplicagao ¢ : D — F dada por ¢(Ha) = a 'H.
Se ¢¥(Ha) = (Hb), entdao a 'H = b'H = a'b € H pelo item 3 = a'b=nh
para algum h € H = b = ha = Ha = Hb pelo item 1. Logo v é injetiva. Além
disso, por construcao 1 é sobrejetiva, pois dada a 'H € E, temos que aH € D cumpre
Y(Ha) = a~'H. Portanto, #(D) = #(FE) pois os conjuntos D e E estdo em bijegao, e pelo
item 3 do Teorema 1.4 vale #(Ha) = |H| e #(bH) = |H| para quaisquer a,b € G.

Definigao 1.8 Seja H um subgrupo do grupo G. O indice de H em G, denotado por

|G : H|, é a cardinalidade do conjunto das distintas classes laterias a direita de H em G.
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A seguir, apresentamos um dos principais resultados da teoria de grupos. Ele

relaciona a ordem de um grupo finito com a ordem de seus subgrupos.

Teorema 1.5 (Lagrange) Seja G um grupo finito e H um subgrupo de G. Entdo a ordem
G| = |H||G : H].

de G ¢ igual ao produto da ordem de H pelo indice de H em G, isto €,
Em particular, |H| divide |G| e |G|/|H| =[G : H].

Demonstragao: Como G ¢é um grupo finito, entao existe um ntimero finito k de distintas
classes a direita de H, digamos Hay, Has, - - - Hay. Entdo k = [G : H| e, pelo item 3 do
Teorema 1.4 temos que #(Ha;) = |H| para cada i € {1,2,--- ,k}. Pelos itens 2 e 3 do
Teorema 1.4, G é a uniao disjunta dos conjuntos Hay, Has, - - - , Hay, todos com a mesma
cardinalidade que H. Portanto,
|G| = #(Hay U Hay U---U Hay,)

= #(Ha) + #(Hap) + - - + #(Hay)

=|H|+|H|+ -+ |H| (k fatores)

= |H|k

= |H|[G : H].

Corolario 1.2 Seja G um grupo finito e seja a € G. Entdo |a| divide |G)|.
Corolario 1.3 Todo grupo de ordem prima, é ciclico.

Demonstracdo: Seja G um grupo de ordem p com p primo. Consideremos o subgrupo
H = (a) com a # eg. Como p é primo, os tnicos divisores positivos de p sao 1 e p = |G]|.
Pelo Teorema de Lagrange, H deve conter 1 ou p elementos. Se fosse H = {eg}, entao

terfamos a = eq, contrariando a escolha de a. Portanto, H = G e G é grupo ciclico.

Exemplo 1.4 Seja m um inteiro positivo. Vamos analisar novamente os grupo aditivo
Z e seu subgrupo (m). Pelo Teorema 1.4, a relagao de congruéncia da direita modulo (m)
¢ uma relacao de equivaléncia em 7., logo induz uma particio de Z. Isso nos permite
escrever 7, como uniao disjunta dessas classes de equivaléncia. Por outro lado, sabemos da
aritmética elementar que a = b (mod m) se, e somente se a e b deizam o mesmo resto na
divisao por m. De acordo com o Algoritmo da Divisdo para os inteiros, os possiveis restos

dessa divisao sao 0,1,---m — 1. Dessa forma, podemos ver que [Z : (m)] = m e escrever
Z=[0JU[lJU---U[m—1],
sendo que [i] denota classe de i, isto €,
[i] =(m)+i={km+i:keZ}. (1.1)

Podemos olhar para [i] como o conjuntos dos inteiros que deizam resto i na divisao por m.
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Teorema 1.6 Seja m um inteiro positivo e considere o conjunto H = {[0], [1],--- ,[m—1]},
onde [i| é como descrito em (1.1). Entdo, a operagio bindria & dada por [a] & [b] = [a + b]

estd bem definida em H. Além disso, (H,®) é um grupo abeliano.

Demonstracdao: Observamos primeiro que @ esta definida, uma vez que, para quaisquer
a,b € Z, temos [a] ® [b] € H. Vamos mostrar que [a] @ [b] estd bem definida, isto é,
independe da escolha de x € [a] e y € [b]. De fato, sejam z,2" € [a] e y,y" € [b]. Temos
r =2 (modm) ey =y (modm), logo (x +y) = (¢ +y') (mod m). Dessa forma,
] @ y] = [x+y] = [& + 9] = [2] ® [¢/]. Para ver que (H,®) é grupo abeliano,
basta observar que o elemento neutro é [0], o inverso de [a] é [—al, e a associatividade e

comutatividade seguem da soma usual de inteiros.

Definicao 1.9 O grupo aditivo apresentado no Teorema 1.6 é chamado de grupo aditivo

dos inteiros moédulo m, e serd denotado por Z,.

Observacao 1.4 Observamos que Zy, = Z/{m). Na literatura, é usual a notagao a para
indicar a classe [a] em Z,,. Também é comum indicar a soma & simplesmente por +. No
que se seque, adotaremos a notacao a para classe determinada por a e + para indicar a

soma em Lupy,.

Exemplo 1.5 Vejamos como operar no grupo Zis. Seque do exemplo 1.4 que
Z1,={0,1,--- 11}.

Isso € um sistema completo de restos modulo 12, pois qualquer outro inteiro é congruente
a um dos elementos de Zi5. Operamos dois elementos de Zqo de acordo com o Teorema
1.6. Por exemplo, temos que 6 + 11 = 5. Para verificar essa igualdade, basta checarmos
que 5 € o resto que 6 + 11 = 17 deiza na divisio por 12. De forma geral, temos o sequinte

modo de operar em Zyy: @+ b= ¢, onde c € o resto que (a + b) deiza na divisio por 12.
Agora, vamos construir grupos a partir da operacao usual de produto dos inteiros.

Teorema 1.7 Seja m um inteiro positivo e considere o conjunto H = {0,1,--- ,m — 1},
onde [i] é como descrito em (1.1). Entdo, a operagio bindria ® dada por @ ® b = ab estd
bem definida em H.

Demonstracdo: Seguimos a mesma ideia da demonstracao do Teorema 1.6. Primeiro, a
operacido ® esta definida pois, para quaisquer a,b € Z temos que @ ® b € H. Para ver que

® estd bem definida, sejam x, 7’ € @ e y,y’ € b. Sendo x = 2’ (mod m) e y =y (mod m),

temos zy = z'y’ (mod m). Portanto, TOy =72y =2"y =2/ O y.
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A operagao ® do Teorema 1.7 é associativa e comutativa, e seu elemento neutro é
1. Para formamos um grupo com a operacao induzida da multiplicacao de inteiros, resta
apenas garantirmos que todo elemento nao neutro de H admita inverso multiplicativo. A

seguir mostramos que isso ocorre se, € somente se m ¢ nimero primo.

Teorema 1.8 Seja m um inteiro positivo e considere o conjunto I = {1,--- ,m —1}.
Entao, (I,®) € grupo com a opera¢io dada no Teorema 1.7 se, e somente se m é um

numero primo.

Demonstracao: Suponhamos que Z,, ¢ grupo mas m nao ¢ primo. Entao m = ab
com 1l < a<b< mimplica@®b=ab=m =0, mas 0 ndo pertence a I, absurdo.
Reciprocamente, se m é primo, entao m é relativamente primo com 1,2,--- ,m — 1. Dado
a € I, entdo a € {1,2,--- ,m — 1} e pelo Lema de Bézout existem p,q € Z tais que
ap + mq = 1. Como mq = 0 (mod m), entdao ap = 1 (mod m). Portanto a admite

elemento inverso com respeito a operacao ©.

Defini¢ao 1.10 Seja p um nimero primo. O conjunto {1,2--- p— 1}, munido da ope-
racio @ ® b = ab, é chamado de grupo multiplicativo dos inteiros mddulo p, e serd

denotado por L.

Exemplo 1.6 No grupo Z,, ¢ usual escrevermos @-b para denotarmos a®b. As operagoes
nesses grupos ocorrem de maneira andloga ao caso dos grupos Z,, no sentido de que pode-
mos operar normalmente e depois olharmos para o resto da divisao por m. Consideramos,
por exemplo, o grupo multiplicativo Z%. Temos que 3-4 =3 -4 =12 = 2, e o inverso

multiplicativo de 2 € 3, pois 2-3 =6 =1.

Agora apresentamos uma importante funcao conhecida como fungao de Euler, a
qual denotaremos pela letra ¢ no decorrer deste trabalho. Essa fungao aparece de forma

natural e com frequéncia na teoria dos grupos e teoria dos niimeros.

Definicao 1.11 Definimos a fun¢dao de Euler o : N — N por

w(m) = #{a € Z : mdc(a, m) = 1}.

Em outras palavras, para 1 < m inteiro, a funcdo de Euler indica o ntimero de

inteiros positivos s, com 1 < s < m, que sao relativamente primos com m.

O resultado a seguir sumariza as principais propriedades do grupos ciclicos.
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Teorema 1.9 (Estrutura dos grupos ciclicos) Sao vdlidas as sequinte propriedades:

1. Todo subgrupo de um grupo ciclico é um grupo ciclico.

2. Seja G = (a) um grupo ciclico de ordem m, e seja H = (a*). Entdo, H é subgrupo
de G de ordem m/mdc(k, m).

3. Sed é um divisor da ordem do grupo ciclico H = (a), entdo H contém um, e somente

um subgrupo de ordem d.

4. Para cada divisor positivo d da ordem do grupo ciclico H = (a), existem o(d)

elementos de ordem d em H.

Demonstracao:

1. Seja G um grupo ciclico, isto é, existe a € G tal que G = (a). Consideremos H um
subgrupo de G e suponhamos H # {eq}. Entao existe existe x € H tal que = # eg.

=@ € H. Logo, H contém

Como = = a" para algum inteiro nao nulo n, entdao x~
pelo menos uma poténcia de a com expoente positivo. Seja d o menor inteiro positivo
tal que a? € H, e consideremos a® € H. Aplicando o Algoritmo da Divisdo para os
inteiros s e d, temos que existem tnicos g e r tais que s = gd +r com 0 < r < d.
Assim, a*~9% = a” € H, o que contraria a minimalidade de d, exceto no caso em que
r = 0. Logo d divide s. Isso e a minimalidade de d implicam que H = (a?), pois
y€ H = y=a°paraalgum s = qd = z = (a)? = y € (a?). Por outro

lado, se ¥’ € {a?), entdo existe inteiro 7’ tal que ¢ = (a?)” = a¥" € H.

2. Sejam d = mdc(k,m) e n = |{a*)|. Entao pelo Teorema 1.3, n é o menor inteiro
positivo tal que (a*)" = a*™ = eg. Mas como m = |G| = |(a)|, entdo novamente pelo
Teorema 1.3, a igualdade a*" = e implica que m divide nk, o que é equivalente a
m/d dividir n, pois d é o maior divisor comum de m e k. Dessa forma, (m/d)|n <=
n = j(m/d) <= nk = jm(k/d) <= mlnk. Agora, como n deve ser o menor

inteiro positivo que é multiplo de m/d, podemos concluir que m/d = n.

3. Se d é um divisor de |a|, entdo |a| = kd para algum inteiro positivo k. Segue do
item 2 que (a*) é subgrupo de ordem d = |a|/k pois mdc(|al, k) = k. Além disso, o
Teorema de Lagrange implica que |a| = (|a|/k)[|a] : (a¥)], logo [|a] : (a*)] = k. Se H
¢ outro subgrupo de G de indice k, entdao H = (a’) pelo item 1, e pelo Teorema de
Lagrange, temos que |H| = |a|/k = d. Assim, (a’) e (a*) tem ordem d. Agora, segue

* — eq, logo

do Teorema 1.3 que d é o menor inteiro positivo tal que a¥ = eg e a
a¥ = a% = eq. Mas isso implica que dk divide dj e dj divide dk. Portanto k = j, e

H ¢ o tinico subgrupo de G com d elementos.
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4. Seja |a| = m e suponhamos que m = df. Segue do item 2 que o subgrupo < a* > tem
ordem d se, e somente se mdc(k,m) = f. Assim, o nimero de elementos de ordem d
é igual ao ntimero de inteiros k tais que 1 < k < m e mdc(k,m) = f. Escrevendo
k = fhcom 1 < h < d, temos que mdc(k,m) = f equivale a mdc(h,d) = 1.

Concluimos que o nimero de h's com essa propriedade é exatamente (d).

A seguir apresentamos o importante conceito de morfismo entre estruturas al-
gébricas. Esse é o nome dado a aplicagoes entre estruturas algébricas que preservam as

operacoes e que sao de grande interesse tedrico. No caso dos grupos, temos o seguinte.

Defini¢ao 1.12 Sejam (G, ) e (H,-) grupos. Dizemos que a aplicagio f: G — H é um
homomorfismo de grupos se, para quaisquer a,b € G vale f(a*b) = f(a) - f(b). Se

além disso f ¢ bijetiva, dizemos que f € um isomorfismo de grupos.

Definicao 1.13 Seja f : G — H um homomorfismo de grupos. Chamamos de kernel ou
nucleo do homomorfismo f, o qual denotaremos por ker f, ao conjunto dos elementos
a € G tais que f(a) = ey, isto é, ker f ={a € G: f(a) =egy}.

Dado um homomorfismo f : G — H, é possivel mostrar que ker f é subgrupo de G,

f(G) é subgrupo de H e f(eqg) = ey. Além disso, para quaisquer g € G e s € ker f, temos

flgsg™) = F@) () f (g7 = fl9)fg7") = flgg™") = flec) = en

Isso mostra que g(ker f)g~! C ker f. Este é um exemplo de um tipo especial de grupo:

Definicao 1.14 Seja N um subgrupo do grupo G. Dizemos que N é um subgrupo nor-

1

mal de G se gNg~' :={gng~' : n € N} C N para qualquer g € G.

Observamos que todo subgrupo de um grupo abeliano é subgrupo normal. Como
veremos, os subgrupos normais sao importantes para a Teoria dos Grupos. Um dos motivos

disso é que, a partir deles podemos obter outros grupos, como mostra o resultado a seguir.

Teorema 1.10 Se N ¢é um subgrupo normal do grupo G, entdo o conjunto das classes

laterais a direita de N forma um grupo com a operag¢io (Na)(Nb) = Nab.

Demonstracdao: Fixemos a,b € GG, e consideremos © € Na e y € Nb. Vejamos que

(ry) € Hab independente da escolha de x e de y, isto é, a operacao enunciada estd bem

L=reyb ! =s. Além

1

definida. Pelo item 2 do Teorema 1.4, existem r, s € N tais que xa~
disso, sendo N subgrupo normal, entao existe t € N tal que xsz™ = t, logo xs = tx.
Portanto, (zy)(ab)™t = zyb~ta™! = xsa™! = txa™! = tr € N, ou seja, (vy) € Nab. Para
concluirmos que essa operacao forma um grupo, observamos que o elemento neutro ¢é

Neg = N, o inverso de Ha ¢ Ha™! e a associatividade segue da associatividade de G.
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Definicao 1.15 Seja N um subgrupo normal do grupo G. O grupo apresentado no Teorema

1.10 € chamado de grupo quociente de G por N, e denotado por G/N.

Sejam G' e H estruturas. Se G e H sao isomorfas, podemos garantir que certas
propriedades que sao validas em G também sao validas em H. Uma vez que em certa
estrutura pode ser complicado de se trabalhar, obter um isomorfismo entre tal estrutura e

outra da qual ja sao conhecidas algumas caracteristicas, ou propriedades, ¢ bastante ttil.

Exemplo 1.7 Segue do Teorema 1.9 que Zyo tem um subgrupo de ordem 4, H = {0, 3,6,9}.
Consideramos a aplica¢io f : Zy — H dada pora € Zy — f(a) = 3-a. Sem dificuldades,
verifica-se que [ € um isomorfismo. Além disso, 712/ H € grupo e consta de 3 elementos, que
sio H+0, H+1, H+2. Mais ainda: Zy3/H é isomorfo a Zs com a aplicagio g : Zs — Lo/ H
dada por g(a) = H +a.

Teorema 1.11 (Isomorfismo) Seja f : G — H um homomorfismo de grupos. Entdo,
G/ker f € isomorfo a f(G).

A seguir recordamos algumas nog¢oes necessarias para apresentarmos a equagao
das classes, a qual utilizaremos em especial na demonstragdo do Teorema de Wedderburn.
Para isso, nossa referéncia é a se¢do 4 do capitulo 6 de (GONCALVES, 1979).

Seja G um grupo. Dados a,b € GG, diremos que a se relaciona com b, e denotamos
por a ~ b, se existe g € G tal que a = gbg~!. Verifica-se facilmente que esta é uma relagao
de equivaléncia em . Denotaremos por C, a classe determinada por a € G' com respeito a
relagdo ~, isto ¢, C, = {b € G : a = gbg™ "' para algum g € G}. O conjunto C, é chamado

de classe de conjugacao determinada pelo elemento a.

O normalizador de a em G, o qual denotaremos por N,, é conjunto dos elementos
de G que comutam com a € G, isto é, N, = {b € G : ab = ba}. O centro do grupo G, o
qual denotaremos por Z(G), é o conjunto dos elementos de G que comutam com todos os
elementos de G, isto é, Z(G) = {g € G : gb = bg para todo b € G}. E facil mostrar que
N, e Z(@) sao subgrupos de G.

Teorema 1.12 Se G é um grupo finito e a € G, entao #(C,) = [G : N,|. Em particular,
#(C,) divide |G|.

Demonstragido: Seja H = N,. Note que G/H := {Hg : g € G} é o conjunto de todas
as classes de equivaléncia de g € G com respeito a congruéncia a direita médulo H.

Consideremos a aplicagao

V:G/H — C,
Hg — U(Hg) = gag™".
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Claramente W é sobrejetiva. Além disso, W é injetiva pois se W(Hz) = W(Hy) entao
grg ' =gyg ! = x =y = Hx = Hy. Logo ¥ ¢é bijetiva e assim #(G/H) = #(C,).
Mas por defini¢do de indice, #(G/H) = |G : H]. Portanto [G : H] = #(C,) divide |G|

pelo Teorema de Lagrange.

Teorema 1.13 (Equacgao das Classes) Suponhamos que G é um grupo finito. Sejam

Cuy, Coyy -+ Oy, as distintas classes de conjugacao em G. Entao
Gl =12(G)|+ > #(Cy). (1.2)
22 Z(G)

Demonstragdo: Sendo ~ uma relagao de equivaléncia em G, temos

|Gl = #(Cay) + #(C,) + -+ + #(Cy ).
Agora observamos que z; € Z(G) se, e somente se C,,, = {z;}, pois se z; € Z(G) entdo

C,, ={b€ G :x; = gbg~"' para algum g € G}
={b e G : x;g = gb para algum g € G}
={be G:gx; = gb}
={beG:x;=0b}
= {z:};
e reciprocamente, se C,, = {x;}, entdo x; é o tnico elemento do conjunto {b € G : x; =

gbg™! para algum g € G}, logo z; = gr;g7' <= gr;, = 1,9 = x; € Z(G). Assim,

Z(G) = > #{zh)= Y. #(Ca),

IiGZ(G) :DiEZ(G)

portanto

|G|=< > #(Cxi))Jr( > (#Czi)) =12(G)+ > #(Ca).

z,€Z(G) zi¢Z(G) ;¢ Z(G)

1.2 Anéis

Nesta secao apresentamos o conceito de anel e deduzimos algumas propriedades.
Assim como a teoria do grupos, a teoria dos anéis é vasta e pode ser investigada teoricamente
para diversos fins. Vamos nos concentrar no que é necessario para o estudo dos corpos,

que sao um tipo particular de anel.
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Definicao 1.16 Um anel é um conjunto ndao vazio A, munido de duas operacoes bindrias +

e - chamadas respectivamente de soma e multiplicacao, satisfazendo as sequintes condigoes:

1. (A,+) € grupo abeliano.

2. A multiplicagao é associativa em A, isto €, a-(b-c) = (a-b) - c para quaisquer

a,b,c € A.
3. Valem as leis de distributividade, isto €, (a+b)-c=a-c+b-cea-(b+c)=a-b+a-c

para quaisquer a,b,c € A.

Exemplo 1.8 Os conjuntos Z,Q,R,C sao anéis com as operacgoes usuais de soma e

multiplicagio. O conjunto dos naturais N nao € anel pois (N,+) ndo é grupo.

Definigao 1.17 Seja A um anel.

1. Dizemos que A é um anel com identidade se existe 14, € A, chamado de ele-
mento neutro de A com respeito a multiplicacao, tal que aly = aly = a

para todo a € A.

2. Dizemos que A é um anel comutativo se a multiplicacio é comutativa em A, isto

¢, se ab = ba para quaisquer a,b € A.

3. Dizemos que A é um dominio de integridade se A ¢ anel comutativo com identi-
dade 14 # 04 e sem divisores de zero, isto é, sempre que a,b € A sdo tais que

ab=0, entio a =0 ou b=0.

4. Dizemos que A é um anel de divisd@o se os elementos nao nulos de A formam um

grupo com respeito a operacao de multiplicacao.

5. Dizemos que A é um corpo se A é um anel de divisdo comutativo.

De modo equivalente, podemos olhar para um corpo (A, +, %) do seguinte modo:

(A, +) é grupo abeliano, (A \ {04}, *) é grupo abeliano e valem as leis de distributividade.
Teorema 1.14 Todo corpo é dominio de integridade.

Demonstragdo: Seja F' um corpo e sejam a,b € F tais que ab = 0 com a # 0. Entao,

multiplicando ab = 0 por a™! € F, temos b = a~'(ab) =a~' -0 = 0.

A reciproca deste Teorema é valida quando o dominio de integridade for finito:
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Teorema 1.15 Todo dominio de integridade finito € um corpo.

Demonstrag¢do: Seja D um dominio de integridade com um ntmero finito de elementos.
E suficiente mostrarmos que todo elemento ndo nulo de D admite inverso multiplicativo,
pois os demais axiomas sao satisfeitos pela definicdo de dominio de integridade. Seja b € D
um elemento ndo nulo e considere a aplicagao f : D — D dada por f(z) = bx. Observemos
que f(r) = f(s) implica br = bs <= b(r—s) = 0p e, sendo D um dominio de integridade
e b # Op, temos que r = s logo f é injetiva. Como D é um conjunto finito, entao f também
é sobrejetiva, logo é bijetiva. Assim, todo elemento de D é da forma bx. Em particular,

1p = be, para algum ¢ € D, isto é, b admite inverso multiplicativo.

Definigao 1.18 Seja A um anel e S um subconjunto ndao vazio de A. Dizemos que S é

subanel de A se S € anel com as operacoes de A restritas a S.
O resultado a seguir caracteriza os subanéis com apenas duas condigoes.

Teorema 1.16 (Critério de subanel) Seja A um anel e S um subconjunto nao vazio

de A. Entdao S ¢é subanel de A se, e somente sea—be S eab e S sempre que a,b € S.

Exemplo 1.9 Dado m € Z, o conjunto (m) = {km : k € Z} € subanel de Z. De fato, se

am,bm € (m), entao (am —bm) = (a —b)m € (m) e (am)(bm) = (amb)m € (m,).

Assim como no caso dos grupos, vamos construir anéis especiais que provém de um

quociente de anéis. Para isso, introduzimos o uma importante classe de subanéis:

Definicao 1.19 Seja A um anel comutativo e I um subconjunto ndao vazio de A. Dizemos

que I ¢ um ideal de A quando as sequintes condigoes sao satisfeitas:

1. a—be I sempre que a,b € 1.

2. ai € I sempre quea € A ei € l.

Segue imediatamente da definicao 1.19 que todo ideal é subanel.

Exemplo 1.10 Dado m € 7Z, o conjunto < m > € ideal de Z. De fato, se am,bm €< m >,
entdo am — bm = (a — b)m €< m >. Além disso, se z € Z e am €< m >, entdo

z(am) = (za)m €< m >.

Seja A um anel e S um subanel de A. Ignoremos por um instante a operacao

multiplicacdo de A. Segue do Teorema 1.10 que (A/S,+) é grupo abeliano. Denotaremos
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por @ o elemento I + a € A/S. Diremos que dois elementos a,b € A sdo congruentes

médulo S se @ = b, ou equivalentemente pelo item 3 do Coroldrio 1.1, se (a — b) € S.

O resultado a seguir nos da condigbes necessarias e suficientes para que A/S seja

um anel com a operacao multiplicagao induzida pela multiplicacao de A.

Teorema 1.17 Seja A = (A, +,-) um anel comutativo e I um subanel de A. Entdo, as

sequintes afirmagoes sao equivalentes:

1. I € ideal de A.

2. O grupo quociente aditivo A/I € anel com a operagao de multiplica¢io dada por

aob=ua-b.

Demonstragdo: (1) implica (2). Supondo que I é um ideal de A, temos que (I,+) é
subgrupo normal de (A, +). A soma em A/l dada por a®b = a + b estd bem definida pelo
Teorema 1.10, e (A/I,®) é grupo abeliano. Para quaisquer a,b € A e quaisquer i,j € I,
temos
aob=(a+i)(b+j)=ab+ (aj +ib+ij) € ab,
—_—
logo a operagdo ® esta definida para quaisquer a,b € A/I. Mostremos que a igualdade
estipulada no item 2 independe da escolha de z € @ e y € b. Sejam z,2' € a e y,y € b.
Entdo, 2’ € T = 2/, logo ' = x + k para algum % € I. Similarmente, y' = y + [ para algum
[ € 1. Assim,
2y = (x+k)(y+1) =xy+ (xl + ky + ki) € Ty,
—_—
e a operacao ® estd bem definida. Além disso, a associatividade e distributividade da
multiplicagdo em A/I decorrem da associatividade e distributividade da multiplica¢ao em
A. Portanto, (A/I,®,®) é anel.

(2) implica (1). Suponha que A/I é anel mas I nao ¢ ideal. Existem a € A e
s € I tais que as ¢ I, ou seja, as # 04. Por outro lado, temos que s € S implica 5 = 04.
Portanto, a-s =a®s=a® 04 = a-04 = 04, ou seja, as € I, o que é absurdo pois

contraria o fato de que as ¢ I. Portanto, I deve ser ideal de A.

Definicao 1.20 O anel apresentado no Teorema 1.17 é chamado anel quociente, ou

anel das classes residuais, de A modulo o ideal I, e serd denotado por A/I.

Definicao 1.21 Seja m um inteiro nao negativo. Denotamos por Z,, e chamamos de

anel dos inteiros maédulo m, ou simplesmente anel Z,,, ao anel quociente Z./{m).
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Exemplo 1.11 Vamos analisar o anel Z5. Recordamos que para checar a igualdade @ = b
no anel Zyo, basta verificar que a e b deizam o mesmo resto quando divididos por 12, o
que € equivalente a verificar que (a — b) é maltiplo de m. Jd vimos como somar em Z,, no
Ezxemplo 1.5, e também como multiplicar no Exemplo 1.6. Acontece que estas operagoes
interagem entre si de maneira natural. Por exemplo, para verificarmos que 3(5+ 6) =9,

observamos que pela distributividade em Zia, temos 3(5+6) =3-5+3-6 = 15+ 18.
Como 15 = 3 e 18 = 6, concluimos que 15 +18 =3 +6 = 0.

O resultado a seguir caracteriza os anéis Z,, que sao corpos.

Teorema 1.18 O anel Z,, € corpo se, e somente se m € primo.

Demonstracao: Suponhamos que Z,, é corpo mas m nao é primo. Pelo Teorema 1.14,
temos que Z,, é dominio de integridade. Como m nao é primo, entao existem r, s inteiros
com 1l <r<s<mtaisquem=rs. Logo, m=7T-5=0com7T # 0e5s+#0, isto é, Z,,
nao é dominio de integridade, absurdo. Portanto, m deve ser primo.

Reciprocamente, suponhamos que m é primo. Observemos que Z,, é anel comutativo
e contém a identidade multiplicativa 1. Dados @, b € Z,,, temos @-b = ab = 0 se, e somente
se ab €< m >, isto é, se ab = km para algum k € Z. Como m é primo, temos duas
possibilidades: m divide a (neste caso @ = 0) ou m divide b (neste caso b = 0). Isso mostra

que Z,, ¢ dominio de integridade finito, e portanto ¢ corpo pelo Teorema 1.15.

Dado um primo p, podemos facilmente obter a tabela de operagoes do corpo Z,.

+/0 1 2 3 4 01 2 3 14
00 I 2 3 4 0/0 0 0 0 O
1]/1 23 40 110 T 2 3 4
2123 401 210 2 4 1 3
313 401 2 310 3 1 4 2
41401 2 3 410 4 3 2 1

A seguir, apresentamos algumas nogoes sobre morfismos de anéis.
Definicao 1.22 Sejam A = (A,+,:) e B=(B,®,®) anéis.
1. Dizemos que uma aplicacio f : A — B é um homomorfismo de anéis se
flaty)=f@) @ f(y) e f(x-y) = f(z) © f(y) para quaisquer z,y € A.

2. Dizemos que f : A — B é um isomorfismo de anéis se f é homomorfismo de

anéis e € bijetiva. Neste caso, dizemos que A e B sdo isomorfos.
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3. O nacleo de um homomorfismo de anéis f : A — B ¢ definido e denotado por
kerf={ae€ A: f(a) =0p}.

Dado um homomorfismo de anéis f : A — B, observemos que o niicleo ker f é um ideal de
A e a imagem f(A) é subanel de B. O resultado a seguir nos diz que podemos obter um

isomorfismo de anéis a partir de um homomorfismo de anéis.

Teorema 1.19 (Isomorfismo) Seja f : A — B um homomorfismo de anéis. Entdo,
A/ ker f € isomorfo a B. Além disso, se I é um ideal de A, entio a aplicagio g : A — A/

dada por g(a) =a é um homomorfismo de anéis sobrejetor cujo nicleo € I.

Teorema 1.20 Seja p primo. A aplicacdo

w L — Ly

ar— m(a) =a

¢ um homomorfismo de anéis sobrejetor com kerm = (p).

Demonstracao: Para quaisquer x,y € Z, temos

logo 7 é homomorfismo de anéis, o qual é sobrejetivo pois 7(a) = @ paraa € {0,1,--- ,p—1}.
Agora, seja u € ker m e suponha por absurdo que u nao é multiplo de p. Pelo Algoritmo
da Divisao para os inteiros u e p, existem tnicos k,r tais que u = kp+r com 0 < r < p.
Sendo m homomorfismo de anéis, temos 0 = w(u) = w(kp+7r) =k-p+7 =7, 0 que é
absurdo pois 0 < r < p, logo r ndo pode ser miltiplo de p. Assim, todo u € ker7 é da

forma kp para algum k € Z, isto é, ker m = (p).

O homomorfismo do Teorema 1.20 é chamado projegao canénica de Z sobre Z,.

Definicao 1.23 Seja A um anel. A caracteristica de A, a qual denotaremos por char A,
¢ o menor inteiro positivo n tal que na = 04 para todo a € A. Caso ndo exista um inteiro
positivo com esta propriedade, definimos char A = 0 e, neste caso, dizemos que A tem

caracteristica zero.

Exemplo 1.13 Seja m um inteiro positivo. Temos que o anel Z,, tem caracteristica m.

De fato, dado T € Z,, temos m-T =0, masa-1=a# 0 para todo 0 < a < m.
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A caracteristica de um anel com identidade pode ser facilmente determinada:
Teorema 1.21 Seja A = (A, +, ) um anel com identidade e considere o grupo G = (A, +).

1. Se 14 tem ordem infinita no grupo G, entao A tem caracteristica zero.

2. Se 14 tem ordem finita m no grupo G, entdo A tem caracteristica m.
Demonstracao:

1. Suponhamos que 14 tem ordem infinita no grupo G. Entao nao existe inteiro positivo

m tal que 04 =a+a—+---+a=m-a (m parcelas), ou seja, char A = 0.

2. Suponhamos agora que 14 tem ordem finita m no grupo G. Temos b- 14 # 04 para
0 < b<m,o que implica m =char A poisO0y =14+14+---+14 =m-14 e assim,

para qualquer b € A,
m-b=>0b+0b+---+0b (m parcelas)

=14+ 14D+ ---14b
=(la+1la+---4+14)-b

:(m-lA)-b
:()A.b
=04.

A seguir, classificamos a caracteristica dos dominios de integridade.

Teorema 1.22 A caracteristica de um dominio de integridade ou € zero ou é um nimero

PTIMO.

Demonstrag¢do: Seja D um dominio de integridade. Suponha que char D = p > 0. Como
D possui pelos menos os elementos Op e 1p, entdo p > 2. Suponhamos por absurdo que p nao
é primo, ou seja, p =rs com 1 < r < s < p. Entdo, 0p =p-1p = (rs)-1p = (r-1p)(s-1p).
Logo, (r-1p) = 0p ou (s-1p) = Op pois D é dominio de integridade. Assim, para
Op # a € D teriamos que r-a =1 (1pa) = (r-1p)a = Opa = 0p. Ou, de modo analogo,
teriamos s - a = Op. Mas qualquer destas alternativas contraria a minimalidade de p.

Portanto, p deve ser primo.
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Corolario 1.4 Todo corpo finito tem caracteristica prima.

Demonstracdo: Seja F um corpo com um nimero finito de elementos. E suficiente
mostrarmos que F' tem caracteristica positiva, pois F' é dominio de integridade pelo
Teorema 1.14, e portanto F' tera caracteristica prima pelo Teorema 1.22. Seja e o elemento
identidade com relagao a multiplicagdo de F. Considere os elementos e, 2¢e, 3e, - - - . Sendo
F um conjunto finito, existem 1 < k < n tais que ke = ne, o que implica (n — k)e = 0.
Agora, para qualquer a € F, temos que a = ea, logo (n — k)a = ((n — k)e)a = Opa = Op.
Portanto, char F'=n — k > 0.

Teorema 1.23 Seja A um anel comutativo com caracteristica prima p. Entdo,

(a£b)?" =a" £ para quaisquer a,b € A e qualquer n € N.

Demonstracao: Procedemos por inducgao sobre n. Para n = 1, observemos que

(p)zp(p—l)“~(p—i+1) 0

i 1.9 =0 (mod p) para cada 0 < i < p,

pois nestes casos o numerador sempre ¢ um miultiplo do primo p. Logo,

(a+b)P =a”+ <T>ap_1b+---+ <pfl>abp—1+bpzap+bp,

Suponhamos agora que (a + b)?" = a?" + bP" para algum 1 < n. Temos

n+1 n+1

+or .

n+1

(40" = (@40 = (@ + V'Y =

Além disso, a?” = ((a — b) + b)*" = (a — b)P" + V", portanto (a £ b)P" = a?" £ bP".

1.3 ldeais

De acordo com o Teorema 1.17, o quociente A/ s6 é anel quando I é um ideal do
anel A. Nesta secao, analisamos alguns tipos especiais de ideais e classificamos os anéis

quocientes associados.
Definigao 1.24 Seja A um anel comutativo com identidade.

1. Um elemento a € A é chamado de divisor de b € A se existe ¢ € A tal que ac = b.

2. Um elemento u € A é chamado de itnversivel de A se é um divisor da identidade,

isto €, se existe r € A tal que ru = 14.

3. Dois elementos a,b € A sao chamados de associados se existe um elemento

inversivel u € A tal que a = ub.
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4. Um elemento c € A € chamado de elemento primo de A se c nao ¢ inversivel e

tem como divisores apenas os inversiveis de A e os associados de c.

5. Dizemos que P € um tdeal primo de A se P € um ideal de A, P # A e, sempre
que a,b € A sdo tais que ab € P, entao a € P ou b € P.

6. Dizemos que M ¢é um tdeal maximal de A se M é um ideal de A, M # A e sempre
que I € um ideal de A com M C I, entao [ = M ou I = A.

7. Dizemos que P é um ideal principal de A se P € um ideal de A e existe b € A tal
que P = (b) = {bk : k € A}.

8. Dizemos que A é um dominio de ideais principais se A é um dominio de

integridade tal que todo ideal de A é um ideal principal.
Teorema 1.24 A intersecao arbitraria de ideais ¢ um ideal.

Demonstragdo: Seja {I,} e uma familia de ideais do anel A. Vejamos que
J = ﬂ I)\

é um ideal de A. De fato, se a,b € J, entao a,b € I, implica que a — b € I, para cada
A € L pois cara I é ideal de A. Logo, a — b € J. Além disso, se r € J e a € A, entao

r € I implica ra € I, para cada A\ € L pois cada I, é ideal, ou seja, ra € J.

Corolario 1.5 Seja A um anel e c € A. O conjunto
(o= [ I
cel
I ¢ ideal de A

¢ o menor ideal de A que contém c.

Demonstracdo: Sendo A um ideal de A que contém c, a intersecao estipulada é nao
vazia. Tomando L = {I C A: [ éideal de A e ¢ € I} e aplicando o Teorema 1.24, vemos
que (c) é ideal de A. Além disso, se J é um ideal de A que contém c e J C (c), entdo J é

um dos conjuntos sobre os quais a intersegao ¢ tomada, logo (¢) C J e portanto J = (¢).
O ideal apresentado no Corolario 1.5 é chamado de ideal gerado por c.

O resultado a seguir é de grande importancia tedrica. Ele nos d4 uma caracterizagao

de certos ideias em termos do anel quociente associado.
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Teorema 1.25 Seja A um anel com identidade.

1. Um ideal M de A é maximal se, e somente se A/M é corpo.
2. Um ideal P de A € primo se, e somente se A/P é dominio de integridade.
3. Todo ideal maximal é um ideal primo.

4. Suponha que A é um dominio de ideais principais. Entao, A/(c) é corpo se, e somente

se ¢ € um elemento primo de A.

Demonstragao:

1. Suponhamos que M é um ideal maximal de A. Por definicao, existe t € A\ M. Para
t ¢ M fixo, consideremos o conjunto J = {ta+m :a € Aem € M}. Temos que
J # () pois existem 14 € A em € M tais que tly + m =t +m € J. Além disso,

e Seu,v € J,entdaou = ta+m,v =ta’+m' coma,a’ € Aem,m’ € M.Como Ae

M sao anéis, entdo a—a’ € Aem—m' € M;logo t(a—a')+(m—m') =u—v € J.

e ScueJebe A entdou=ta+mcoma € Aem € M, logo ub= (ta+m)b =
t(ba) +mb, mas ba € A e, sendo M ideal, temos mb € M e portanto ub € J.

Logo, J ¢é um ideal. Tomando a = 04 na definigdo de J, vemos que J contém
propriamente o ideal maximal M, consequentemente J = A. Como A contém a
identidade 14, temos que 14 = ta + m para algum a € A e algum m € M. Dessa
forma, se 0 £ a € A/M, entao existe o inverso multiplicativo de @. Portanto, A/M é
corpo. Reciprocamente, suponhamos que A/M é corpo. Seja I um ideal de A com
M C I. Vamos mostrar que I = A. Sejaa € [ \ M. Sendo A/M um corpo e @ # 04
(pois a ¢ M), existe o inverso multiplicativo de @, isto é, existe 7 € A/M tal que
ar = 14. Isso implica que ar+m = 14 para algum m € M. Comoa € I,m e M C I

e I éideal, temos 14 € I. Logo, A C I pois b- 14 € I para qualquer b € A.

2. Seja P um ideal primo de A. Claramente A/P é anel comutativo com identidade
Ta #04. Sejam 7,7 € A/P tais que Ty = 0. Entdo, xy € P e, sendo P primo, temos
que x € P (o que implica T = 0) ou y € P (o que implica § = 0). Isso implica que
A/P é dominio de integridade. Reciprocamente, suponhamos que A/P é dominio
de integridade. Sejam x,y € P. Entao, Ty = 0 implica T =0 (logo z € P) ou gy =0
(logo y € P). Portanto, P ¢ ideal primo.

3. Seja M um ideal maximal de A. Segue do item 1 que A/M é corpo, logo é dominio

de integridade pelo Teorema 1.14. Portanto, M ¢é ideal primo pelo item 2.
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4. Suponhamos que A/(c) é um corpo mas ¢ nao é elemento primo, isto é, ¢ é inversivel
ou ¢ admite como divisor um elemento que nao é associado de c. Se ¢ ¢ inversivel,
entdo ¢ € (¢) e ¢! € A implicam cc™! = 14 € (¢). Logo, para qualquer b € A, temos
b-14 € (¢). Assim, A = (¢) e o conjunto A/(c) possui um s6 elemento, portanto
nao é corpo. Isso mostra que ¢ nao pode ser inversivel. Seja agora a € A um divisor
de ¢ que nao é inversivel nem associado de ¢, isto é, ¢ = ab para algum b € A néo
inversivel. Observe que a # 04 pois do contrario ¢ = 04 e a seriam associados de
c. Afirmamos que a ¢ (¢). Do contrério, existiria d € A tal que a = ¢d = abd, ou
seja, a(la — bd) = 04. Sendo a # 04, temos que bd = 14, isto é, b é inversivel. Mas
isso é absurdo pois isso contraria a hipdtese de que a e ¢ ndo sdo associados. Assim,
(¢) € (a) € A, portanto A/(c) nao é corpo pelo item 1. Reciprocamente, suponhamos
que ¢ seja um elemento primo. Entao, (¢) # A pois do contrario, 14 = bc para algum
b € A, logo c seria inversivel, absurdo. Agora, se J é um ideal de A com (c¢) C J,
entdao J = (a) para algum a € A pois A é dominio de ideais principais. Segue-se
que ¢ € (a), logo a é um divisor de ¢. Sendo ¢ um elemento primo, temos que a é
inversivel (o que implica A = J) ou é um associado de ¢ (o que implica J = (c)).

Portanto, (c) ¢ ideal maximal de A, e dai A/(c) é corpo pelo item 1.

1.4 Polindomios

A nocao de polindémios é bem conhecida e constitui uma importante ferramenta
neste trabalho. Sabemos somar e multiplicar polindmios com coeficientes reais e operagoes

usuais. Nesta secao, generalizamos estes conceitos e deduzimos alguns resultados.
Definigao 1.25 Seja A um anel. Um polinémio sobre A é uma expressao da forma

n
f(@) =) aix’ =ag+ a1z + -+ aya”,
i=0
com n inteiro nao negativo e a; € A para 1 < i < n. Os elementos a; sao chamados de

coeficientes, e x ¢ chamado indeterminada sobre A.

Como é usual na literatura, omitimos o termo a;2° quando a; = 04. Observemos
que o polinémio f(z) da defini¢do 1.25 pode ser escrito como f(z) = ap + ajz + -+ +
anx™ + 042" 4 -+ 4+ 042" para qualquer h inteiro positivo. Dados dois polindmios

f(zx), g(z) sobre A, podemos assumir que neles aparecem as mesmas poténcias de x.

Defini¢ao 1.26 Seja A um anel. Denotaremos por Alx] o conjunto dos polinémios na
indeterminada x com coeficientes em A. Dados f(z) = S ax’ e g(z) = S0P bix’,

definimos a soma de polinémios por
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n

fla) +g(x) =D (a; + by)a".

1=0

Para f(x) =Y" a2’ e g(x) = X", bix', definimos o produto de polinémios por
m+n
f(x)g(z) = Z cpx® onde ¢ = Z ab; com0<i<n, 0<j<m.
k=0 i+j=k
E fécil ver que Alz] é um anel, o qual chamaremos anel de polindémios sobre A.

Teorema 1.26 Seja A um anel. Entdo,

1. Alz] é comutativo se, e somente se A é comutativo.
2. Alx] possui identidade se, e somente se A possui identidade.
3. Alz] € dominio de integridade se, e somente se A é dominio de integridade.

Definigao 1.27 Seja A um anel e f(z) = X" a;z' € Alz] um polinémio nao nulo com
a, # 0.

1. Dizemos que a, € o coeficiente lider de f(x), e ag € o coeficiente constante

de f(z).

2. Dizemos que n é o grau de f(z), o qual denotaremos por deg(f(x)). Por convengao,

definimos deg(0) = —oo.
3. Dizemos que polinomios com grau 0 ou —oo sao polindomios constantes.
4. Dizemos que f(x) é um polinémio moénico se A possui identidade multiplicativa

1r e o coeficiente lider de f(x) é 1g.

A fim de simplificarmos a notagdo, sempre que nao houver duvidas, indicamos

apenas f € Alz| para indicar f(x) € A[z], e escrevemos deg(f) para indicar deg(f(x)).

Comparando os coeficientes lideres de dois polinémios, temos o seguinte resultado.

Teorema 1.27 Para quaisquer f,g € Alz], temos

1. deg (f + g) < max{deg(f),deg(g)}.

2. deg(fg) < deg(f) + deg(g).

3. deg(fg) = deg(f) + deg(g), sempre que A é dominio de integridade.
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Como estamos interessados em anéis de polindmios com coeficientes em um corpo,
no que se segue F' sempre denotard um corpo. Observamos que a defini¢ao 1.24 se aplica
ao anel F[z]. Neste caso, dados f,g € F[x], dizemos que f divide g, ou g é miltiplo
de f, se existe h € Fz| tal que f(x) = g(x)h(z). Note que os inversiveis de F[z] sdo os

elementos nao nulos de F'.

A seguir, uma terminologia especial para os elementos primos de F[z].

Definicao 1.28 Dizemos que um polinomio i € F[z| é irredutivel sobre F' se i tem grau
positivo e, sempre que a,b € F[x] sdo tais que i = ab, temos que a ou b é constante.

Chamamos de redutivel um polinomio que nao é irredutivel.

Lema 1.1 Sejam m e n inteiros positivos. Entdo, m divide n se, e somente se x™ — 1p

divide x™ — 1p em Flx].

Demonstracdo: Suponha que m divide n, isto é, n = km para algum inteiro positivo k.

Temos que ™ — 1 divide 2" — 1 pois

" — 1F _ ka . 1F _ (xm . 1F>(xm(k71) + xm(k72) N ™ + 1F)

Reciprocamente, suponha que ™ — 1z divide ™ — 1. Pelo Algoritmo da Divisao,

existem tnicos 7, s inteiros tais que n = rm + s com 0 < s < m. Logo
" —1p=2"" —1p = (" — 1p)2" + (2" — 1F).

Como m divide sm, entdo 2™ — 1 divide % — 1 e, como z" — 1 divide 2™ — 1 por
hipétese, temos que ™ — 1 divide 2" — 1r. Mas esta divisdo s6 é possivel se 7 = 0 pois

r <m, logo r = 0. Assim, 2" — 1p = 2°™ — 1 implica que m divide n.

A seguir, apresentamos a generalizacao da divisao de inteiros.

Teorema 1.28 (Algoritmo da divisao) Seja g € F[x] um polindmio nao nulo. Para

qualquer f € F[x], existem polinomios q,r € Flz| tais que
f(z) = q(z)g(z) +r(x) com deg(r) < deg(g).

Um dominio de integridade no qual é valido o algoritmo da divisdo é chamado de

dominio Euclidiano.

Teorema 1.29 F[z] é um dominio de ideais principais, e para cada ideal I # {Op} de

F[z], ezxiste um unico polinomio monico f € F|x] irredutivel sobre F' com I = (f).

O resultado a seguir é o analogo para polindomios do mdc de inteiros.
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Teorema 1.30 (mdc para polinémios) Sejam fi, fo---, f, € K[z] polinémios nao

todos nulos. Erxiste um tnico polindmio monico d € F[x] com as sequintes propriedades:

1. d divide f; para 1 < i <n.

2. Se c € Flx| divide cada f;, entdo ¢ divide d.

Além disso, d pode ser escrito da forma d = by fi+---+b,f, com b; € Flx] para 1 < i < n.

O polinémio d do Teorema 1.30 é chamado de maximo divisor comum dos

polinémios fi, - - f, e serd denotado por d = mdc(fy, -+, fn)-
Dizemos que os polinémios fi,--- , f, sao
1. relativamente primos se mdc(f1, -, f,) = 1.

2. primos em pares se mdc(f;, f;) =1 paral <i < j <n.

Para polindmios também vale o andlogo de mmec de inteiros.

Teorema 1.31 (mmc para polinémios) Sejam fi,--- , f, € F|x] polinomios nao nu-

los. Existe um dnico polindmio m € Fx] com as sequintes propriedades:
1. m € maltiplo de cada f; para 1 < i <mn.
2. Se b€ Flx] é miltiplo de cada f; com 1 <i <mn, entdo b é maultiplo de m.

O polinébmio m do Teorema 1.31 é chamado minimo miiltiplo comum de

fi,++, fa, € serd denotado por m = mme(f1,- -+, fn).
Exemplo 1.14 p(z) = 2% — 2 € Q[z] € drredutivel sobre Q, mas é redutivel sobre R.

Teorema 1.32 Sejam p, f1, fo, - fn € Flx] com p irredutivel sobre F. Se p divide o

produto fifs- - fn, entao p divide pelo menos um dos fatores f;.

Teorema 1.33 (Fatoragao tnica) Todo polinomio f € F[x] de grau positivo pode ser
fatorado na forma

f=api it (1.3)
onde a € F, py,--- ,pr € Flz| sao polinomios monicos distintos e irredutiveis sobre F, e

€1, -+, e, Sao inteiros positivos. Essa fatoracdo é unica a menos da ordem dos fatores.
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Um dominio de integridade no qual vale o Teorema 1.33 é chamado dominio de

fatoracao dnica. A igualdade (1.3) é chamada de fatoragdo candnica do polinémio f.

A seguir vemos como obter um corpo a partir de um polinémio irredutivel.

Teorema 1.34 Seja f € Flz]. O anel quociente F[x]/(f) é um corpo se, e somente se f

¢ um polinomio irredutivel sobre F.

Demonstragdo: Segue imediatamente do item 4 do Teorema 1.25, pois f ser irredutivel

sobre F' equivale a f ser elemento primo de Fz].
Exemplo 1.15 p(x) = 22 — 1 € irredutivel sobre R e R[x]/(p) é um corpo isomorfo a C.

Exemplo 1.16 Sejam F = Z, com p primo e f € Flx] um polindmio, ndo neces-
sariamente irredutivel, de grau positivo m. Dado um polinomio g € Fl[z|, temos pelo
Algoritmo da Divisio que g = fq+ r com deg(r) < m. Dessa forma, no anel quoci-
ente Flz]/(f) temos g = fg+7 = 7. Observando que os possiveis r(z) sio da forma
r(x) =ap+aix+---+an_12™ Y, e para cada k € {0,1,--- ;n—1} o coeficiente a;, admite

0s p valores de F'. Temos pelo principio de contagem que existem p™ classes em Flx]/(f).

Seja f € F[x] um polindmio nao nulo. Lembramos que b € F' é uma raiz de f se

f(b) = 0p. O resultado a seguir caracteriza as raizes.

Teorema 1.35 O elemento b € F € raiz de f € F|x] se, e somente se (x —b) divide f(z).

Defini¢ao 1.29 Seja b € F uma raiz do polinomio ndo nulo f € Flx] e k um inteiro
positivo. Dizemos que k é a multiplicidade da raiz b se f(x) é divisivel por (z — b)¥,

k+1

mas f(x) nao € divisivel por (x — b)**t'. Dizemos que b é uma raiz simples se k =1, e

dizemos que b € uma ratz maultipla se k > 2.

Teorema 1.36 Seja f € F[z] um polinémio nao nulo de grau m. Se by,---b,, € F sdo
raizes de f com multiplicidades ki, - - - k,, respectivamente, entdo (x — by)* -+ (x — by, )k

divide f. Além disso, my + ---myp < m e f tem no mdximo m raizes distintas em F.

Defini¢ao 1.30 Seja f(z) = ag + a1 + agz® + - - + ay,a™ € Fz|. A derivada de f, a

qual denotaremos por f', é definida por f'(x) = ai + 2as2 + - -+ + na,z" L.

A derivada nos permite caracterizar polindmios cujas raizes sao simples.

Teorema 1.37 Todas as raizes de um polinomio f € Flz]| sao simples se, e somente se

mdc(f, f') = ¢ com ¢ € F constante.
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A seguir, dois critérios de redutibilidade.

Teorema 1.38 Seja f € Fx] um polindmio de grau 2 ou 3. Entdo, f € redutivel sobre F

se, e somente se f tem uma raiz em F.

Lema 1.2 (Gauss) Seja f € Z[x]. Se [ ¢é redutivel sobre Q, entdo f é redutivel sobre Z.

1.5 Corpos

Nesta secao investigamos com mais profundidade a estrutura corpo. Para nossos

objetivos neste trabalho, estamos interessados nas chamadas extensoes finitas.

Definicao 1.31 Sejam F e K corpos. Dizemos que K € subcorpo de F' se K C F e K
¢ corpo com as operagoes de F restritas a K. No caso afirmativo, dizemos que F' € uma

extensao de K, e denotamos isso por F|K.
O resultado a seguir caracteriza os subcorpos.

Teorema 1.39 Seja F' um corpo e K um subconjunto nao vazio de F'. Entao, K é subcorpo

de F' se, e somente se as sequintes condigcoes sdo satisfeitas:

1. Sea,be K entioa—be K.

2. Sea,be K eb# 0 entio ab™ € K.

Seja F' uma extensao do corpo K. Podemos olhar para F' como um espago vetorial
sobre K - basta tomarmos vetores em F e escalares em K e observarmos que os axiomas

de espaco vetorial sao satisfeitos.

Definicao 1.32 Seja F' uma extensao de K. Definimos o grau de F' sobre K, o qual

denotamos por [F : K|, como sendo a dimensdo de F' como espago vetorial sobre K, isto €,
[F: K] =dimg F.

Dizemos que F' é uma extensdo finita de K quando [F : K| € finito; caso contrdrio,

dizemos que a extensdo € infinita.

Teorema 1.40 Sejam L uma extensao de F' e F' uma extensao de K. Entao,

1. [L:K]=[L:F][F:K].

2. [L: K] € finito se, e somente se [L: F| e [F : K| sao finitos.
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3. [F: K| =1 se, e somente se F' = K.

Demonstracao:

1. Suponhamos que L|F e F|K tenham grau m e n respectivamente. Seja {ly,-- -l }

uma base de L sobre F', e {f1,-- f,} uma base de F sobre K. Mostraremos que o
conjunto G = {[;f;} com 1 <i<mel<j<néLlI sobre K e gera L sobre K.
Seja ay, -+ ,a,, € F tais que

i=1

Como {fi, - fn} é base de F sobre K, entdo para cada a; € F existem unicos
bi,--- bl € K tais que
n
a; = Z b;fj
j=1
Assim,
m m n .
i=1 i=1 j=1
implica que 3%, b;fj = 0 para cada i pois {li, -1} é base. Mas {f1,--- fn}
também ¢ base, logo que b; = (0 para cada ¢ e cada j. Portanto G é um conjunto
L.I. com mn elementos. Por um argumento anélogo, dado u € L, temos que existem
tinicos ¢; € K, com 1 <i<mel<j<n tais que
m n .

i=1 j=1

Isso mostra que G gera L sobre K e portanto vale [L : K| =mn = [L: F][F : K]
sempre que [L: F]=m e [F: K| =n. Se pelo menos um dos termos a direita desta
igualdade é infinito, digamos [F : K] = 0o, entdo L contém um subconjunto infinito
L.I. sobre K, portanto [L : K] = cc.

2. Segue imediatamente do item 1.

3. Suponhamos que [F: K] = 1. Seja {b} uma base de F sobre K. Sendo 1z € F, entdo
existe 0 # a € K tal que 1p = ba. Portanto, a™! = b € K. Dessa forma, F' C K. A
inclusao K C I é valida pois F' é extensao de K por hipotese. Portanto, ' = K.

Definicao 1.33 Um corpo que nao contém subcorpo proprio é chamado de corpo primo.

Teorema 1.41 A intersecao arbitraria de subcorpos de F' é um subcorpo de F.

E possivel classificar os subcorpos primos em termos da caracteristica.
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Teorema 1.42 Seja F' um corpo e K o subcorpo primo de F. Entao,

1. K ¢ isomorfo a Z,, se char I’ = p.

2. K € isomorfo a Q, se char ' = 0.

Definicao 1.34 Seja K um subcorpo de F e M wum subconjunto de F'. Definimos a
extensao de K por adjungdo dos elementos de M, a qual denotaremos por K(M),

como sendo o corpo obtido pela intersegcdo de todos os subcorpos de F' que contém K e M.

Escrevemos K (M) = K(aq, -+ ,a,) se M ={ay, -+ ,a,} é um conjunto finito.

Definigao 1.35 Se M = {0}, dizemos que L := K(0) é uma extensdo simples de K,

e chamamos 0 de elemento extensor de L sobre K.

Definigao 1.36 Seja F' uma extensao de K e 0 € F. Dizemos que 6 é algébrico sobre
K se f(0) = 0p para algum polinémio nao constante f € Klz|. Dizemos que F € uma

extensdo algébrica de K se todo elemento de F' ¢ algébrico sobre K.
Teorema 1.43 Toda extensdo finita do corpo K € algébrica sobre K.

Seja F extensdo de K e § € F algébrico sobre K. E fécil ver que o conjunto
J=A{fe€Kl[z]: f(#) =0p} é um ideal de K|[z], logo existe um tnico polinémio monico

g € K|[x] irredutivel sobre K tal que (g) = J pelo Teorema 1.29.

Definigao 1.37 Seja F' uma extensao de K e seja 6 € F algébrico sobre K. Definimos
o polinémio minimal de 0 sobre K como sendo o polinomio monico g € K|z| tal que
(9) ={f € K[z] : f(0) =0p}. Definimos o grau de 6 sobre K como sendo o grau de g.

A seguir, uma condicao suficiente para a determinacao do polinémio minimal.
Teorema 1.44 Seja F uma extensao de K e seja 6 € F algébrico sobre K. Se g € K|[x]
¢ um polinomio monico e irredutivel sobre K tal que g(0) = O, entdao g é o polinémio
minimal de 6 sobre K.

Temos uma caracterizagao para o polinémio minimal.

Teorema 1.45 Seja F' uma extensao de K e seja 6 € F algébrico sobre K. Se g € K |[x]

¢ o polinomio minimal de 6 sobre K, entao vale o sequinte:
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1. g € irredutivel sobre K.
2. Dado f € K|x], temos que f(8) = Or se, e somente se g divide f.
3. g € o polindmio monico em Klz| de menor grau tal que g(0) = Op.

Teorema 1.46 Seja F uma extensio de K e seja 0 € F algébrico sobre K de grau n

sobre K. Se g é o polinomio minimal de 6 sobre K, entdo

1. K(0) é isomorfo a F[z]|/(g).
2. [K): K]=ne{1,0,---,0"'} é uma base de K(0) como espago vetorial sobre K.

3. Todo o € K(0) € algébrico sobre K e o grau de o sobre K é um divisor de n.

Em particular, K(0) pode ser visto como o conjunto dos polinémios de grau menor que

deg(g) na indeterminada 6 e com coeficientes em K.

O resultado a seguir é fundamental para a teoria dos corpos.

Teorema 1.47 (Kronecker) Se f € K[x] é um polindmio ndo constante, entio existe

uma extensao algébrica simples L de K cujo elemento extensor é uma raiz de f.

Teorema 1.48 Sejam « e § duas raizes do polindmio irredutivel f € K|x] em alguma
extensdo de K. Entdo, K(«) é isomorfo a K() via uma aplicagio que deiza fixos os

elementos do K.

Definigao 1.38 Seja f € K[x] um polinémio de grau positivo e F uma extensao de K.
Dizemos que f de decompoée em I se f pode ser escrito como produto de fatores lineares

em Flx|, isto €, se existem a,ay, - ,a, € F tais que

flz)=alx —ay) - (x —ap),

Dizemos que F é o corpo de decomposicao de f sobre K se f se decompoes em F' e
F=K(ay, - ,ap).

Temos que o corpo de decomposicdo F' de f € KJz]| sobre K é o menor corpo
que estende K e contém todas as raizes de f. Como nenhum outro subcorpo préprio de
F' possui essa propriedade, temos essa caracterizacao para o corpo de decomposicao de
um polinémio. Na realidade, a unicidade ocorre a menos de isomorfismo, como descrito

precisamente no resultado a seguir.
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Teorema 1.49 (Existéncia e unicidade do corpo de decomposicao) Se K ¢é um
corpo e [ € Klx] é um polinomio de grau positivo, entio existe o corpo de decompo-
sicao de f sobre K. Além disso, quaisquer dois corpos de decomposicio de f sobre K sdo
isomorfos via um isomorfismo que deixza fixos os elementos de K e aplica as raizes de f

em outras raizes de f.
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CAPITULO

Corpos finitos

Um corpo finito é um corpo cujo nimero de elementos é finito. Pelo Corolario 1.4,
todo corpo finito possui caracteristica prima p e, além disso, admite um subcorpo que é
isomorfo a Z, pelo Teorema 1.42. Nosso objetivo neste capitulo ¢ investigar mais detalhes
relacionados aos corpos finitos. Nossa referéncia é (LIDL; NIEDERREITER, 1997).

2.1 Estrutura

Nesta se¢ao, mostramos que, a menos de isomorfismo, existe apenas um corpo finito
contendo p” elementos, para cada primo p e cada inteiro positivo n. Obtemos uma descrigao
da estrutura de subcorpos de um corpo finito. Além disso, mostramos que todo corpo
finito é uma extensao algébrica simples de seu subcorpo primo, e que existem polinémios

irredutiveis de grau n sobre qualquer corpo finito, para qualquer inteiro positivo n.

Lema 2.1 Seja F' um corpo finito e K um subcorpo de F' contendo q elementos. Entao F

possut ¢ elementos, onde m é a dimensao de F' como espaco vetorial sobre K.

Demonstragdo: Seja ' um corpo finito, K um subcorpo de F' e suponhamos que m é a
dimensao de F' como espago vetorial sobre K. Entao existe uma base {by,--- ,b,,} de F'

sobre K e cada elemento de F' pode ser escrito de forma tinica como
aiby + - - -anb,, comaq,---a,, € K.

Observando que cada a; admite ¢ valores distintos, pois K contém ¢ elementos, segue do

principio de contagem que F' contém exatamente ¢™ elementos.

Teorema 2.1 Seja F' um corpo finito com q elementos. Entao q = p"™, onde p € a

caracteristica de F' en é o grau de F' sobre seu subcorpo primo K.



Capitulo 2. Corpos finitos 33

Demonstragdo: Pelo Coroléario 1.4, a caracteristica do corpo finito F' ¢ um niimero primo
p. Logo, seu subcorpo primo K contém p elementos pois K ¢é isomorfo a Zp pelo Teorema
1.42. Se n é o grau de F' sobre K, entao pelo Lema 2.1 F' contém g = p" elementos.

Seja ¢ = p™ e seja I o corpo de decomposicao do polindémio f(x) =z — x € Z,[z].
Como f'(x) = —1, entdo as ¢ raizes de f(x) s@o distintas pelo Teorema 1.37. Considere

L ={a€ F;a? — a =0} o conjunto formado pelas raizes do polinémio f(z) e note que

e 0,1€eLpois0?—0=0e1?7—1=0.

e Sea,be L, entao (a—b) € L poisa—b=a?—b?=(a—0b).

Se a,b€ Leb+#0entdo ab™' € L pois ab™! = a1 = (ab™')".

Logo, L é subcorpo de F. Por outro lado, como F' é o corpo de decomposicao de f e L é
um corpo que contém todas as raizes de f, entdo F' = L e portanto F' é um corpo finito
com ¢ = p" elementos. Além disso, a unicidade do corpo de decomposicao implica que

qualquer corpo finito com p"™ elementos é isomorfo a F'.

Mostramos que, para cada primo p e cada inteiro positivo n existe, a menos de
isomorfismo, um tnico corpo finito com p"™ elementos. Além disso, o Teorema 2.1 implica

que todo corpo finito tem como ntimero de elementos a poténcia de algum nimero primo.

Para cada ¢ = p”, com p primo e n inteiro positivo, denotaremos por F, o corpo
finito de caracteristica p que contém ¢ elementos. Por conveniéncia, no decorrer deste

capitulo, usaremos a letra miniscula ¢ apenas para denotar a poténcia de algum primo p.

O resultado a seguir caracteriza os elementos de F,.
Lema 2.2 Seja E/ uma extensio de Fy e « € E. Entio o € Fy se, e somente se a? = a.

Demonstracdo: Seja o € F,. A identidade 0 = 0 ¢ imediata. Suponhamos entao que
0 # a. Como os elementos nao nulos de F, formam um grupo de ordem g — 1 com respeito

a operacao de multiplicacdo, entdo a?~! = 1 implica o = a.

Reciprocamente, o polindémio f(x) = 27 — z tem no maximo ¢ raizes em E. Como
[F, é o corpo de decomposicao de f(z) e f'(x) = —1, entdo os ¢ elementos de F, sao raizes

de f(z). Se a € E é tal que a? = a, entdo « é uma raiz de f(z) e portanto a € F,.
Corolario 2.1 Seja f(z) € F,[z]. Entio f(z7") = (f(z))?" para todo inteiro positivo n.

Demonstragao: Procedemos por indugao sobre n. O caso n = 0 é imediato. Para o
caso m = 1, considere f(z) = azz® + -+ + a1z + ag € F,[z]. Sendo ¢ uma poténcia da

caracteristica de Iy, segue do Teorema 1.23 e do Lema 2.2 que

(f(2)? = (axz®+- - +arz+ao)! = afa®+- - +alz?+al = apa®+- - +a1x7+ay = f(27).
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Supondo por inducio que f(z?") = (f(z))?", temos que

(F@)™ = ((f@)™) = (f@)? = f((a7)T) = f7),

onde a segunda igualdade segue da hipdtese de inducao e a terceira segue do caso m = 1.

Descrevemos a seguir a estrutura de subcorpos de um corpo finito.

Teorema 2.2 Seja IF, um corpo finito, onde ¢ = p™. Entao,

1. Todo subcorpo de IF, tem p™ elementos, onde m é um divisor positivo de n.

2. Se m é um divisor positivo de n, entdao existe exatamente um subcorpo de F, cujo

numero de elementos é p™.

Demonstracao:

1. Seja K um subcorpo de F,. Observe que F}, é subcorpo de K e [F, : F,] = n. Segue
do Teorema 1.40 que n = [F, : F,| = [F,, : K|[K : F,]. De acordo com o Teorema
2.1, K contém p™ para algum m < n e, novamente pelo Teorema 2.1, vemos que
F, contém (p™)* elementos, para algum k. Mas como F, contém ¢ = p" elementos,

entdo p" = p™* e portanto m divide n.

2. Seja m um divisor positivo de n. Segue do Lema 1.1 que p™ — 1 divide p™ — 1, o que
por sua vez implica que 27"~ — 1 divide /" 7! — 1 em F,[x]. Logo, 27" — z divide
2" — z em F,[z]. Assim, toda raiz de 27" — z é também raiz de 27" — z. Como o
corpo de decomposicio L do polindmio z*” — z tem p™ elementos, e pelo Lema 2.2
toda raiz de 27" —z esta em F,, entdo L é um subcorpo de F, com p™ elementos. Isso
mostra a existéncia de um subcorpo de [F, contendo p™ elementos. Para verificarmos
a unicidade, suponhamos por absurdo que existam dois subcorpos distintos de F,
com p™ elementos. Entdo ambos sdo corpos de decomposiciao do polindomio 2?" — z
e, como os supomos distintos, a uniao destes subcorpos contera mais do que p™
elementos, os quais seriam as raizes do polinomio 2" — x, o que constitui um absurdo

e portanto L = F,» é o tnico subcorpo de F, com p™ elementos.

Exemplo 2.1 Vamos analisar os subcorpos do corpo Faso. Tendo em wvista o Teorema
2.2, a estrutura de subcorpos fica determinada pelos divisores de 30. No diagrama abaizo,
indicamos as relagcoes entre os subcorpos de Fqso do sequinte modo: se dois corpos estao

ligados por uma linha, o corpo que estd acima estende o corpo que estd abaizo.
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Denotaremos por F; o conjunto dos elementos nao nulos de F,. Segue da definigao
de corpo que [y ¢ um grupo abeliano com respeito a operagao de multiplicagao de F,.

Entender a estrutura desse grupo é um passo fundamental para a teoria de corpos finitos.
Teorema 2.3 Para todo corpo finito Fy, o grupo multiplicativo ¥ € ciclico.

Demonstragdo: Sejam F, um corpo finito e o = pi' - - - p/» uma decomposicao em fatores
primos da ordem h = ¢ — 1 do grupo multiplicativo F;. Para cada i com 1 <i < m, o

polindémio 27 — 1 tem no maximo h/p; < h raizes, logo existe um elemento a; € [, que
h/(p;")

~ , . <A . T4
nao é raiz deste polinomio. Tomando b; := qa; , temos (b;)?i" = al' = 1. Logo, a ordem

de b; é um divisor de p;’ e, como i ¢ um numero primo, segue que a ordem de b; é da
forma p;* com 0 < s; < r;. Como bfiH = (CL?/(ZJ?))i’?—1 = a’"" +£ 1 por construgdo, vemos
que a ordem de b; é p;*. Vejamos que b := by - - - b,,, tem ordem h. De fato, suponhamos
que a ordem de b é um divisor préprio de h, ou seja, um divisor de pelo menos um
dos m inteiros h/p; com 1 < i < m, digamos de h/p;. Temos 1 = b}f/pl - bl/P . Agora,
observamos que se 2 < i < m, entdo p;’ divide h/p;, logo b?/pl = 1 para 2 < i < m. Assim,
1= pMPrh/Pr ki) = P implica que a ordem plt de by divide h/ps, o que é absurdo

pois (py” -+ - pj)/pl seria inteiro. Portanto F}; é grupo ciclico com gerador b = by - - - by,.
Definicao 2.1 Dizemos que o € F, € um elemento primitivo de F, se o gera F.
Observagao 2.1 Pelo Teorema 1.9, existem o(q — 1) elementos primitivos de F, em .

A existéncia de elementos primitivos nos permite obter resultados importantes.
Uma consequéncia imediata do resultado a seguir é que podemos olhar para um corpo

finito como sendo extensao algébrica simples do seu subcorpo primo.

Teorema 2.4 Se F, é um corpo finito e F, € uma extensao finita de Fy, entao F, é uma

extensao algébrica simples de F, e F (&) =F, para todo elemento primitivo € de F,

Demonstracdo: Seja F, uma extensao finita de F, e seja £ um elemento primitivo de F,.
Temos que F, C F, implica F,(¢) C F,(§) =F,. Reciprocamente, F,(£) contém 0 e todas
as poténcias de &, e como ¢ gera Ff, entao F, C F,(§). Portanto, F,(§) = F,.

T
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A seguir, provamos a existéncia de polindmios irredutiveis de qualquer grau.

Corolario 2.2 Para todo corpo finito Fy e para todo inteiro positivo n > 2, ewiste um

polinomio f € F (x| irredutivel sobre F, de grau n.

Demonstragdo: Seja I, uma extensao de F, com ¢" elementos. Entao [F, : F,] =n e,
pelo Teorema 2.4, temos que F, = F,(§) para algum elemento primitivo £ € F,. Logo
[F, (&) : F,] = n. Sendo F,(&) uma extensao algébrica de grau n, entao o polinémio minimal

de £ sobre I, é irredutivel sobre [F, de grau n pelo Teorema 1.45.

Exemplo 2.2 Consideremos o polinomio f(z) = x3+x+1 € Fyfz]. Como f(1) = f(0) =1,
vemos que f € irredutivel sobre Fy pelo Teorema 1.38. Seja o uma raiz de f em alguma
extensdo de Fy. Seque dos Teoremas 1.46 e 2.1 que Fo[z]/(f) = {az*+bx+c:a,c,b € Fy} €
corpo finito com 8 elementos, logo Fy/(f) € isomorfo a Fs. Usando a relagio o +a+1 = 0,

podemos verificar explicitamente que F§ = (). De fato, deduzimos

4

ot =a(e?) =a(-a—1) = —a?

—a:a2+a,

e, de modo semelhante, vemos que

a’ =1
al =a
o = o
o = aB

ot = a4 a?
& =14+a+a?
a®=1+a?
a®=1+a?

o' =1=a"

Exemplo 2.3 Lembramos que b é dito uma raiz quadrada de a se b*> = a. Vejamos que
todo elemento de um corpo finito de caracteristica 2 admite raiz quadrada neste mesmo
2 ¢ injetiva, pois V(x) = V(y)
implica (x+y)(x—y) = 0. Masy = —y em caracteristica 2, logo 0 = (x—y)(z+y) = (x—y)*

corpo. De fato, a aplicagio ¥ : Fom — Fom dada por ¥(z) = x

implica x = y. Sendo Fom um conjunto finito, temos que f é sobrejetiva, logo € bijetiva.

Isso implica que todo elemento de Fom admite raiz quadrada em Fom.

Dizemos que um corpo K é algebricamente fechado se todo polinoémio f € K|z]

admite uma - e portanto toda - raiz em K.
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Exemplo 2.4 Q ndo € algebricamente fechado, pois o polinomio f(x) =z*>+1 € Q[z] €

irredutivel de grau 2 sobre Q, logo se o € raiz de f, entio a ¢ Q pelo Teorema 1.538.
Corolario 2.3 Nenhum corpo finito € algebricamente fechado.

Demonstragdo: Segue do Corolario 2.2 que sempre existe um polinémio f € F,[z] de
grau 2 irredutivel sobre F,. Se o é uma raiz de f em alguma extensao de Fy, entdo o ¢ I,

pelo Teorema 1.38 e portanto IF, nao ¢ algebricamente fechado.

Encerramos esta se¢ao apresentando uma aplicagao que transforma soma de ele-

mentos primitivos em produto. Esta aplicagao é de grande importancia em computacao.

Defini¢ao 2.2 Sejam £ um elemento primitivo de F, e n um inteiro tal que "™ # —1.
Definimos o logaritmo de Jacobi, o qual denotaremos por L(n), como sendo o menor

inteiro positivo para o qual é vdlida a iqualdade 1 + €™ = £,

Teorema 2.5 Seja & um elemento primitivo de Fy. Sem en sao inteiros tais que "™ # 1,

entdo £™ 4 & = ¢mtln-m),

Demonstracdao: O logaritmo de Jacobi estd bem definido para n — m, pois £"7 # —1
equivale a 0 # 1 + &7 = ¢L=m) ¢ como & é elemento primitivo, entdo existe o menor

inteiro positivo L(n —m) tal que vale essa tltima igualdade. Dados m e n inteiros, temos

£m+L(n7m) _ gmgL(nfm) _ é-m(l + fnfm) _ gm + érmérnfm _ fm + fn

2.2 Polinomios irredutiveis

Dedicamos esta se¢ao ao estudo de polindmios irredutiveis sobre corpos finitos. Isso

nos permitira deduzir mais informacoes a relacionadas a estrutura desses corpos.

Lema 2.3 Seja f € F,[z] um polinomio irredutivel sobre F, e seja o uma raiz de f(x) em

uma extensao de F,. Se h € Fy[x], entdo h(a) =0 se, e somente se f divide h.

Demonstragdo: Seja a o coeficiente lider de f e consideremos g(z) := a~! f(x). Como
f(z) é irredutivel, entao g(x) é ménico e irredutivel com g(a) = 0, pois « é raiz de f(z).
Consequentemente, g(x) é o polindmio minimal de « sobre F, pelo Teorema 1.44. Assim,
se h € F,[z] é tal que h(a) = 0, entao g divide h por definicio de polinémio minimal.
Reciprocamente, se f(x) divide h(x), entdo existe s € Fy[z] tal que h(z) = f(x)s(x). Sendo
a uma raiz de f(x), temos h(a) = f(a)s(a) = 0s(a) = 0.



Capitulo 2. Corpos finitos 38

Lema 2.4 Seja f € F,[z] um polinomio irredutivel sobre F, de grau m. Entdo f(x) divide

n . .
x4 — x se, e somente se m divide n.

Demonstragdo: Suponhamos que o polindmio irredutivel f(z) divide 27" — x e seja «
uma raiz de f no corpo de decomposigao de f sobre F,. Entdo a?" —a = 0 implica o € Fn
pelo Lema 2.2. Logo, F;, é subcorpo de F,(a). Sendo f(x) um polinémio irredutivel sobre
[F, de grau m e o uma raiz de f, temos que [Fy(a) : F;] = m pois F (a) tem ¢™ elementos.
Segue do Teorema 1.40 que n = [Fyn : F,] = [Fyn : Fy(a)][Fy() : Fy] = [Fyn : Fyla)]m,
portanto m divide n. Reciprocamente, suponhamos que m divide n. Entao F,m ¢é subcorpo
de Fy» pelo Teorema 2.2. Se o ¢ uma raiz do polinémio f no corpo de decomposicao de
f sobre F,, entao [F,(a) : F,] = m pois f é um polinémio irredutivel de grau m. Logo
F,(a) = Fym pelo Teorema 2.2. Em particular, & € Fym C Fyn. Segue do Lema 2.2 que
a?" = q, isto é, a é raiz de 27" — z € F,[z]. Sendo  uma raiz qualquer de f, podemos

aplicar o Lema 2.3 e concluir que f(z) divide 27" — z.

O resultado a seguir mostra em particular que, se conhecemos uma raiz de um

polindémio irredutivel, entao podemos determinar todas as demais raizes deste polinomio.

Teorema 2.6 Seja f € F [x] um polinomio irredutivel sobre F, de grau m. Entdo f(x)
tem uma raiz o em Fym. Além disso, todas as raizes de f(x) sio simples e sao dadas pelos

. . 2 m—1
m elementos distintos a,,a?, a9 ,--- , a4 € Fym.

Demonstragdo: Seja o uma raiz de f no corpo de decomposigao de f sobre [F,. Como
f é irredutivel de grau m, entéo [F () : F,] = m pelo Teorema 1.46. Pelo Lema 2.1, F,(«)
¢ um corpo finito que contém exatamente ¢™ elementos, logo F,(a) = F,m pela unicidade
dos corpos finitos. Isso mostra que o € Fym. Agora, seja o € Fym uma raiz de f(z) € F,[x],
entdo f(a?) = f(a)? = 0 para 1 < j < m pelo Coroldrio 2.1. Portanto, os elementos
o, al, aq2, e ,oﬂmfl € Fy» sao raizes de f. Para ver que estes elementos sao distintos,
suponhamos por absurdo que existam 7,k com 0 < j < k <m — 1 e tais que ¥ =",

k+j qm . . , .
=a? = a, o que implica que a é uma raiz

Elevando essa igualdade a ¢™ %, temos "~
de 27" "7 —z e [F,[z]. Dessa forma, f divide 29" — 1 pelo Lema 2.3. Mas de acordo
com o Lema 2.4 esta divisao ocorre se, e somente se o grau m de f divide m — k + j e,

como 0 <m —k—+j <m, pois 7 —k < 0, temos um absurdo. Portanto os ad' sdo distintos.

O Teorema 2.6 que é de grande importancia tedrica. Na linguagem de Teoria de
Galois, ele nos diz que toda extensao F,m de F, ¢ uma extensao galoisiana, isto é, F,m
¢ o corpo de decomposicdo de um polinémio f € F,[z] separavel sobre F, (isto ¢, cujas
raizes sao simples) e normal (isto é, sempre que uma raiz de f € F,[z] pertence a Fym,
entdo todas as demais raizes de f também pertencem a F,») (MARTIN, 2010).

As poténcias de « apresentados no Teorema 2.6 recebem um nome especial, o qual

faz parte essencial da terminologia bésica da teoria de corpos finitos.



Capitulo 2. Corpos finitos 39

Definicao 2.3 Seja oo € Fym. Os elementos o, o, - - ,aqm_l sao chamados os conjuga-

dos de a em relagio a F,.

Observacao 2.2 Segue do Teorema 2.6 que os conjugados de o em relagio a F, sao
distintos se, e somente se o polindomio minimal de o sobre F, tem grau m. De acordo com
o Teorema 1.406, se o polinomio minimal de o sobre F, tem grau d, entdo d é um divisor

. ~ d—1 .
de m. Neste caso, os conjugados de a sao a,a?,--- % | repetidos m/d vezes.

Apresentamos agora algumas propriedades relacionadas aos elementos conjugados.

Teorema 2.7 Os conjugados de o € Fym em relagao a qualquer subcorpo de Fym tem a

mesma ordem no grupo K.

Demonstragdo: Pelo Teorema 2.3, Fy.. é grupo ciclico de ordem ¢™ — 1. Pelo Lema
2.1, ¢™ é uma poténcia da caracterfstica prima p de Fym. Logo mde(¢™ — 1,¢7) = 1 para
0 <j <m—1. Como os conjugados de « sao da forma a? para (0 < 7 < m—1, entao pelo
item 2 do Teorema 1.9, os elementos a? geram subgrupos de ordem ||/ mde(|a, ¢7) no
grupo {a). Como || é um divisor de ¢ — 1, entdo |«| nao divide ¢™. Logo mdc(|a|, ¢’) = 1,

o que implica que a ordem dos subgrupos gerados pelos ot é lau].

Corolario 2.4 Seja { um elemento primitivo de F,. Entao todos os conjugados de & em

relagao a qualquer subcorpo de IFy também sdao elementos primitivos.

Demonstragdo: Seja & um elemento primitivo de F,. Os conjugados de  com relacao a
algum subcorpo de [, sao da forma &7 onde p ¢ a caracteristica de F, e 7 > 0 sao inteiros
adequados. Como ¢ tem ordem ¢ — 1 no grupo multiplicativo Iy, segue do Teorema 2.7

que todos os conjugados de £ em relagdao a este subcorpo tem ordem ¢ — 1.

Seja F' uma extensao do corpo K. Um automorfismo de F' sobre K é um isomor-
fismo o : F' — F que fixa os elementos de K, isto é, é tal que que o(c) = ¢ para todo
c e K. E de facil verificacio que a composicio de automorfismos de F sobre K também é
um automorfismo de F' sobre K, e consequentemente o conjunto dos automorfismos de F

sobre K é um grupo com a operagao de composicao.

Exemplo 2.5 Consideremos a aplicagio o : Fgn — Fyn dada por o(o) = o4. Pelo Teorema
1.23, vemos que o € um isomorfismo, e pelo Lema 2.2 vemos que o deiza fixos os elementos

de F,. Portanto, o é automorfismo de Fym sobre F,.

Chamamos a aplicacao o do Exemplo 2.5 de automorfismo de Frobenius.

Teorema 2.8 Os automorfismos de Fgm sobre F, sao as aplicagoes o; : Fgm — Fym

definidas por oj(a) = a? com0<j<m-—1.
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emonstragcdo: Para qualquer j € {0,--- ,m — e quaisquer «, 3 € F,m temos
D tragcao: P 1 ' 0 1 i B € Fym t

o;(afB) = (aB)? = ()7 (B)Y = o;(a)o;(B) e, pelo Teorema 1.23, temos o;(a + ) =
a—+ = a? + 87 =05,(a)+ 0;(8). Além disso, o;(a) = 0 se, e somente se o = 0. Logo
(a+8)7 = a% + 87 = g,(a) +03(8). Além disso, o;(a) = 0 s, t 0. Logo,
sendo o; um homomorfismo injetivo e Fgm um conjunto finito, temos que o; ¢ sobrejetiva
e portanto o; ¢ um automorfismo de Fym. Agora, se ¢ € [Fy, entao ¢ = ¢ para todo j pelo

Teorema 2.2, ou seja, o; ¢ um automorfismo de Fym sobre F,.

Para ver que as aplicac¢oes og, 01, - , 0,1 sao distintas, tomemos & um elemento
primitivo de Fym. Pelo Teorema 2.6, o polindmio minimal de § sobre F, ¢ irredutivel
sobre I, de grau m e, pelo Teorema 2.6 suas raizes sao dadas pelos m elementos distintos
€,69,--- €977 Portanto, 0,(&) = £7° # €7 = 5,(€) sempre que 0 < s <t < m — 1.

Vejamos agora que qualquer automorfismo de Fym sobre F, é da forma o; para
algum j com 1 < j < m — 1. Seja & um elemento primitivo de F,m e seja f(x) =
"+ a2 4+ a1+ ag € Fylx] o polindmio minimal de € sobre F,. Como f(£) =0

e 0 é um automorfismo de F,» que fixa os elementos de F,, entao

=0 (f(¢))
(

= (" + a1 " + -+a1§+a0)
= (0(§)" + o(am-1)(o(§ )) ot o(ar)o(§) + o(ag)
= (0(&)" + am-1(a(§))" --+a10(§)+a0.

Isso mostra que (&) é uma raiz de f em Fym. Mas pelo Teorema 2.6 as m raizes de f em Fym
sdo dadas por &,€7--- €77 logo devemos ter o(€) = £ para algum j com 1 < j < m—1.

Agora, dado a € F}, existe um inteiro positivo r tal que a = £" pois £ ¢ elemento primitivo
de . Portanto o(a) = o(€7) = (€)1 = (€7) = (0(€))" = (€7') = (&')* =’

Acabamos de mostrar que o grupo de automorfismos de Fym sobre F, é um grupo
ciclico cujo gerador é o automorfismo de Frobenius associado a extensao. Esse grupo é

conhecido como grupo de Galois da extensao de F,» sobre F,.

2.3 Traco e norma

Seja f(z) € Fy[z] o polinémio minimal de o € Fym sobre F,. Suponhamos que
o grau de f ¢ d. Entao F é subcorpo de Fym, e dai d divide m. Assim, o polinomio
g(x) := (f(z))™? € F,[z] estd bem definido e tem grau m. Este polinomio é chamado o
polindémio caracteristico de a sobre IF,. Em vista da Observacao 2.2, as raizes de f em

F,m s@o o, 0, - ,a?"" todas com multiplicidade m/d. Temos

g(x) = 2™ + apmor@™ -+ +ag
= (w—a)(z—a%)-(z—a® )"/

=(x—a)(z—a?) - (z—a?" 1).
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Expandindo o segundo membro desta igualdade e comparando os coeficientes, temos

m—1

atal+---+a? = —an €l

2.1
(—=1)mala™ =N/ = g4 ¢ F, (21)

Assim, a soma e o produto dos conjugados de a € Fym em relagao a F, pertencem a F,.

Definicao 2.4 Consideremos K =F, e F' = Fym. O trago de o € F sobre K, o qual

denotaremos por Tr . («), € definido por
m—1 )

(@)=Y o’ =a+a’+---+af
i=0

m—1

Tr

Observacao 2.3 Consideremos K =F,, F =Fm e £ = Fymn. Seque imediatamente da

equagdo (2.1) que Tr . , (a) € K para qualquer oo € F'. Além disso,

m—1 n—1 mn—1
7 mj )
Tr, (@)= > o, Try (o) =) o™ Tr,,(a)= > o (2.2)
=0 7=0 =0

A seguir apresentamos algumas propriedades da aplicagao trago.

Teorema 2.9 Sejam K =F, e F' =TFm. A aplicagio

Tr: F — K

ar— Tr(a) =Tr, . (a)
satisfaz as sequintes propriedades:

1. Tr(a+ ¢f) = Tr(a) + ¢ Tr(B) para quaisquer o, B € F e para qualquer ¢ € K.
2. Tr: F — K ¢ uma aplicacdo linear sobrejetiva.
3. Tr(c) = me para qualquer c € K.

4. Tr(a?) = Tr(«), para qualquer o € F.
Demonstracao:

1. Para quaisquer «, 8 € F' e qualquer ¢ € K, temos

Tr(a+cf) =Tr,  (a+cp)
=(a+cp)+(a+cB)! +- + (a+ch)
=a+cB+al+(B)+ - +a™ +(ch)
=a+cB+al+ it +al 4

qul
qul

m—1
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m—1

—a+cf+al+cfi4 - +al" 4 efl
—a+al+-+a el ep
=(a+al+-+a® YV re(B+pl4- -+ 5
= TI"F/K(Oz) +cTrF/K(B)

= Tr(a) + cTr(B),

onde a terceira igualdade segue do Teorema 1.23, e quinta segue do Lema 2.2.

2. Pelo item 1, Tr : FF — K ¢é uma aplicacao linear. Vejamos que essa aplicacao
é sobrejetiva. Temos que Tr(a) = 0 se, e somente se o é uma raiz do polindmio
plx) =z +274 -+ 29" € K[z] em F. Como p(z) tem no maximo ¢ raizes,
entao existe o/ € F tal que Tr(’) # 0. Logo, a imagem de Tr tem dimensao pelo

menos 1 como espago vetorial sobre K. Portanto Im(Tr) = K.
3. Para qualquer ¢ € K, temos que ¢ = ¢ para 1 < j < m — 1. Logo,

Tr(c)=c+c+--+"  =c+c+--+c=me

4. Para qualquer a € F, temos que a?" = a. Logo,
Tr(a’) =+ a? +--+a?" +a7"
—a'+a” + -+ +a
=a+al+ - +al"
= Tr(a)

Classificaremos agora todas as transformacoes lineares 1" : F' — K, onde K é um
corpo finito e F' é uma extensao finita de K. Em particular, mostraremos que o nimero

de transformacao lineares de F' em K ¢ igual ao nimero de elementos de F.

Teorema 2.10 Seja F' uma extensdo finita do corpo finito K. Entao as transformacoes

lineares de F' em K sdo caracterizadas pelas aplicagoes Lg, com 3 € F, definidas por

Ly F— K
ar— Lg(a) =Tr,, . (Ba)

Além disso, temos Lg # L., sempre que B e~y forem elementos distintos em F'.

Demonstragdo: Dado 3 € F, seja a aplicagio Lg : F' — K dada por Lg(a) = Tr . (Ba).

Para quaisquer a, A € F' e qualquer ¢ € K, segue do item 1 do Teorema 2.9 que

Lg(a+cA) =Tr,  (Bla+cA) =Tr,,  (Ba) +cTr,,  (BA) = Lg(a) + cLg(A).
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Logo, Lg ¢ aplicacao linear. Sejam agora 3,y € F' com [ # . Para qualquer o € F, temos

Lg(a) = Ly(a) = Tr,, (Bar) = Tr, , (yer)
=Tr,, (B —ya)
=Tr,, (B =7)a)
# 0 para algum « € F adequado,

onde a segunda igualdade segue da linearidade do traco e a quarta igualdade segue da
sobrejetividade do trago. Portanto, Lg # L, sempre que 3 # 7. Isso mostra que, se

F=Fm e K =T, temos ¢™ transformacoes lineares distintas da forma Lg.

Por outro lado, seja T' : Fym — F, uma transformacao linear qualquer. Fixe
uma base B = {71, -+ ,7m} C F de F sobre K. Como sabemos, T fica complemente
determinada quando aplicamos 1" nos elementos da base B. Para cada i com 1 <i < m,
temos que T'(7;) pode assumir ¢ valores distintos. Logo, por combinatoria, existem ¢™
transformacoes lineares de F,m em F,. Mas ji& mostramos que existem ¢ aplicacoes

distintas da forma Lg com § € F. Portanto, devemos ter 7' = Lg para algum 3 € F,.

Exemplo 2.6 Analisemos as transformagoes de K =T, em F' = Fym, ambos vistos como

espaco vetorial sobre K. Pelo Teorema de Nicleo e da Imagem, temos duas possibilidades:
1. dim, ker(T) =1 e dim, Im(7T") = 0, o que implica que T' é identicamente nula.
2. dim, ker(T) =0 e dim, Im(7") = dim, K =1, logo K e T(K) sdo isomorfos.

O resultado a seguir caracteriza os elementos cujo trago ¢ nulo.

Teorema 2.11 Sejam K =F,, F'=Fn e seja a € F. Entdo Tr,, , (o) = 0 se, e somente
se a = 37 — 3 para algum [ € F.

Demonstragio: Suponhamos que Tr, , (o) =0 com o € F. Considere  uma raiz do
polinémio x? — x — a € F[z] em alguma extensao de F. Entao 57— — a = 0, o que

implica a = ¢ — 5. Temos

OzTrF/K(a)

—a+al4 4+l

= (B"=B)+ (8" = B)' + -+ (B = AT+ (5= 9T

= (B = B) + (BT =B -+ (87 =5 (87 =5

= 8" - 8,

o que implica 39" = 3 e portanto 5 € F pelo Lema 2.2.
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Reciprocamente, se a = 37 — [ para algum § € F, entao o € F'. Logo,

TrF/K (a) = TrF/K (5(1 - 5) = TrF/K (ﬁq) - TrF/K (5> = TrF/K (ﬁ) - TrF/K (5) =0,

onde a terceira igualdade segue do item 4 do Teorema 2.9. Portanto Tr

(a) = 0.

F/K

A seguir, verificamos que a aplicagao tracgo é transitiva em relacao a composicao.

Teorema 2.12 Seja K um corpo finito, F uma extensao finita de K e E uma extensdo
finita de F. Entao

Tr, . (Try (@) = Tr,  (a) para todo a € E.

Demonstragdo: Consideremos K = F,, F = F;m e E = Fmn. Seja a € E. Segue da

defini¢do de trago e da equacao (2.1) que Tr_, () € F. Pela equacao (2.2), temos

E/F

Observe que no somatoério

m—1 ) i
(@ +a? "+ +
0

1=

cada 7 com 0 <7 < mn — 1 aparece uma e apenas uma vez como poténcia de ¢. De fato,
i N . . +1 N . .

para a? as poténcias de ¢ variam de 0 a m — 1; para a?" as poténcias de ¢ variam de

)+i

. . , (n—1 ~ . .
m a 2m — 1 e assim sucessivamente, até que para o? as poténcias de ¢ variam de

mn—1)+m—-—2=mn—2am(n—1)+m—1=mn — 1. Portanto,

m—1 ) ) e mn—1
Tty (Tr,, (@) = S (a + a4 " ") = 3 o =Tr, (a).
i=0 k=0

A seguir introduzimos outra aplicacao que é de grande interesse para a teoria.

Defini¢ao 2.5 Consideremos K =F, ea € F' =F;m. A norma de o sobre K, a qual

denotaremos por N, (), € definida por

NF/K(&) —a-af---q?" " =" -D/e-D)

A segunda igualdade apresentada na defini¢ao 2.5 segue da identidade (¢™ — 1) =
(¢ —1)(¢™ " +---+q+1). Pela equagdo (2.1), temos N , (o) € K para todo a € F.

Apresentamos agora algumas propriedades da aplicagdo norma.
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Teorema 2.13 Sejam K =F, e F' =Fm. A aplicagio

N:FF— K

a— N(a) =N, , ()

satisfaz as sequintes propriedades:

1. N(aB) = N(a)N(B) para todo o, € F.
2.NeN:=N | 1 F* = K* sao aplicagoes sobrejetivas.
3. N(c¢) = ™ para todo c € K.

4. N(a?) = N(«a) para todo o € F.
Demonstracao:

1. Para quaisquer «, f € F', temos
N(af) = N, (af)
_ (aﬁ)(qm—l)/(q—l)
= (" ~D/la=1)y(gla" =1/ (a=1))

= NF/K (O‘) NF/K <5)
= N(a) N(8).

2. Segue da defini¢do de norma que N(a) = N («) = 0 se, e somente se o = 0. Assim,

pelo item 1 vemos que N : F* — K* é um homomorfismo de grupos. Como
ker N = {a € F*: N(a) = 1}
={a e F*: ola"=1/(a=1) — 1}
={aeF*: ola"=/a=1) _ 1 — 0},

entdo o € ker N se, e somente se  é uma raiz do polinomio x(@"~1/(¢=1) 1 ¢ K[x]

em F'. Mas este polindmio tem no maximo (¢™ — 1)/(q — 1) raizes, o que implica

(¢"—1)
(¢q—1)°

Pelo Teorema de Isomorfismo para grupos, F*/ ker N é isomorfo a Im N. Logo,

| ker N| <

7|
| ker V|
_ (" =1
| ker N|
>q—1

|Im N| =
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Como ImN C K* e |[K*| = ¢ — 1, entdo Im N nao pode conter mais do que ¢ — 1
elementos. Isso implica que Im N = K* e assim N é sobrejetiva. Além disso, sendo

N(0) = 0, vemos que N também é sobrejetiva.
3. Para qualquer ¢ € K, temos ¢ = c¢se1 < j < m—1. Logo, N(c)=ccl---c?" =™

4. Para qualquer a € F, temos a?" = «. Logo,
N(a?) = ala? .0 "

2 m—1
=ofa? ... a4 o
m—1

=aa?---af

= N(a).
Assim como o trago, a norma é transitiva em relacdo a composicao.

Teorema 2.14 Seja K um corpo finito, F' uma extensao finita de K e E uma extensao
finita de F. Entdo

Ny (@) =N, (N, (@) para todo o € E.

E/K F/K

Demonstragcdo: Consideremos K =F,, F' =Fm e E = F mn. Seja a € E. Pela equagao
(2.1), N, ,.(a) € F. Portanto,

NF/K <NE/F (o)) = NF/K (a(qmnfl)/(quln

— (a(qm”fl)/(qul))(qul)/(qfl)

— @™ =1/(a=1)

=N_ («a).

E/K
E possivel caracterizar os elementos cuja norma ¢ igual a 1 :

Teorema 2.15 Sejam K = F,, F' =Fm e a € F. Entao N =1 se, e somente se

a = 397! para algum B € K.

O resultado a seguir nos diz que podemos olhar o trago e a norma como sendo,

respectivamente, o traco e o determinante da matriz associada a uma transformacao linear.

Teorema 2.16 Sejam K =F,, ' = Fm e 8 € F fizo. Considerando F' como espago
vetorial sobre K, defina o operador linear L : F — F dado por L(a) = pa. Entdo
o polinomio caracteristico g de [ sobre K coincide com o polindomio caracteristico da
aplicagio L, isto €, g(x) = det(Ix — L), onde I denota a aplicagio identidade e L denota a
matriz associada a aplicacao L. Além disso, Tr, . (B) € igual ao trago da matriz associada

a L e N, . (B) €igual ao determinante da matriz associada a L.
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2.4 Bases

Nesta secao, investigamos questoes relacionadas com algebra linear para deduzir

propriedades do corpo finito F' visto como espaco vetorial sobre um subcorpo K.

Iniciamos fixando uma base {ay, -, a,,} € F de F sobre K. Como sabemos, cada

elemento v € F' pode ser escrito de forma tinica como
y=ca(y)og + -+ cp(y)am com ¢;(y) € K, para 1 < j < m.
E f4cil verificar que, para cada j com 1 < j < m, a aplicacao

7Tj2 F — K
v mi(y) = ¢;(7)

¢ uma transformacao linear. Observemos que cada c;(7y) é o elemento de K que multiplica
a; na representacao de v como combinacao linear dos elementos da base. Dessa forma,
cada ¢;(7) estd unicamente determinado. Pelo Teorema 2.10, para cada j com 1 < j < m,

existe e ¢ unico o elemento ; € F' tal que
mj(a) = Tr, . (B;a) para todo a € F'.

Além disso, como «; = 0ay + -+ - la; + - - - + Oy, €ntao para cada 1 < j < m temos

0, sei#]
TI'F/K(ﬁjOAZ') = . K (23)
1, sei =
Vejamos agora que o conjunto {Si,- -, B} assim obtido é L.I. e portanto é uma

base de F' sobre K. Suponhamos que
difr+ -+ dnbm =0comd; € K paral <7 <m.
Fixando ¢ e multiplicando ambos os lados desta igualdade por «a; temos
difro; + -+ difioy + -+ aidy B =0
Segue das relagoes 2.3 e da linearidade do traco que

0= TrF/K(O)
= TTF/K(d151Oéi + At diBioy + -+ aidy b))
=di v, (Brai) + - di Trp (Bii) + -+ dn Ty (Bcui)
=di0+ -+ dil+ -+ dy0
— d.

Como i é arbitrario, concluimos que o conjunto {3y, - , 5,,} é um base de F' sobre K.
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Defini¢ao 2.6 Seja ' uma extensao finita do corpo finito K. Duas bases {aq, -+ ,am} e
{B1, -+ ,Pm} de F sobre K sdio ditas bases duais, ou complementares, se para cada

1,7 com 1 <1i,5 < m, vale

0, sei#j

TI'F/K(ﬁjOéi) = ' .
1, sei=

A discussao anterior a defini¢ao 2.6 garante a existéncia e a unicidade da base dual:

Teorema 2.17 Seja F' uma extensao finita do corpo finito K. Dada uma base {aq, -+ , o}

de F sobre K, sua base dual {1, ,Bm} existe e é unicamente determinada.

Dizemos que uma base é autodual se ela coincide com sua base dual.

No exemplo a seguir, verificamos que uma base é autodual e encontramos os
coeficientes de um elemento para sua representacao em termos dessa base. Além disso,

ilustramos como as operacoes ocorrem em um corpo finito diferente dos Z,’s.

Exemplo 2.7 Consideremos o polinomio
flz) =2+ 2> +1 € Fyfz].

Como f(0) = f(1) =1, entdo f(x) € irredutivel sobre Fy pelo Teorema 1.38. Dada uma

raiz o de f, temos que a € Fys = Fg pelo Teorema 2.6. Vejamos que
B ={a,a’ 1+ a+a’}

¢ uma base de Fg sobre Fy. Como [Fyg : Fy] = 3, é suficiente mostrarmos que B é um
conjunto L.I. Pelo item 2 do Teorema 1.46, temos que C = {1,a, o} é uma base de Fg

sobre Fy. Sejam cy,co, c3 € Fy tais que
cra+ ca? +es(1+a+a?) =0.
Temos
el + (1 + ez)a+ (e + c3)a® = 0.
Sendo C um conjunto L.I., temos que c3 =c1+c3 =co+c3 =0 e assim ¢; = cy = c3 =0.

Checamos agora que B é uma base autodual. Pelo Teorema 2.17, é suficiente
verificarmos as relacoes dadas na definicao 2.6. Vamos verificar algumas, pois a verificagao

das demais é inteiramente andloga. Sendo o uma raiz de f, temos

P+al+1=0 = o®=—-a®—1.
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Com esta igualdade, podemos calcular poténcias de o. Temos

O{4:O{O£3
=a(—a®—1)
= —a3 —
=1+a+a?

e
b = (a4)?

= (—a® 1)

=a*+2a% +1

=(1l4+a+a)+1
=a+ad’
Denotando F = Fg e K = [y, devemos mostrar que, para quaisquer r,s € B wale

(rs) =0 ser #s. Temos

Tr,  (rs)=1ser=seTr, .

TrF/K(aa):TrF/K(az)
=a’+a'+ab
=a’+(1+a+a®)+(1+a+a?)?
=a’+(1+a+a®)+ (12 +a*+a)
=’ +(1+a+a?) +a
= 1.

Por outro lado,

De modo semelhante, podemos verificar que Tr_, (a(a+ a?)) =0 e assim sucessivamente.

F/K

Concluimos que B é base autodual.

Como B uma base, entido podemos escrever o® € F de forma tnica como
5 2 2
a’ =ca+ca’+e3(l+a+a”), comcy,co,c3 € K.

Para calcular os coeficientes cq, co, c3 sabendo que B é uma base autodual, basta observar as

relagoes dadas em 2.6. Ao multiplicar os dois lados da igualdade acima por v e tomarmos
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o trago, obtemos

De forma semelhante, obtemos co =1 e c3 = 1. Portanto,

o’ =a+ (14 a+a?).
A seguir, uma classificacdo das extensdes que admitem base autodual.

Teorema 2.18 (Seroussi e Lempel) F,m admite uma base autodual sobre F, se, e so-

mente se ou q € par, ou q € m Sao impar.

O artigo (SEROUSSI; LEMPEL, 1980) contém uma prova do Teorema 2.18. Esse
artigo também mostra que todo corpo finito /' = F » admite uma base trago-ortogonal
sobre K = IFy, isto é, uma base {31, B2, -, B} com Tr,  (8;3;) = 0 se i # j.

A seguir, vamos considerar que duas bases sao iguais se, e somente se tém os mesmos
elementos listados na mesma ordem. Com essa condicao, é possivel exibir o nimero bases

de um corpo finito como espago vetorial sobre um seu subcorpo:

Teorema 2.19 Se a ordem dos elementos de uma base ¢ levada em consideracao, entdo

o numero de bases distintas de Fym sobre F, €

Como o numero de bases cresce muito rapido com p e n, é de grande interesse
tedrico e pratico a escolha de uma base com propriedades especiais que facilitem as
operagoes, permitam implementacao de algoritmos ou mesmo economizem processamento
computacional, por exemplo. Dentre as varias possibilidades para uma base de F,m sobre
[F,, destacamos duas com propriedades interessantes. A primeira é a chamada base
polinomial {1,q,---,a™ '}, a qual de acordo com o Teorema 1.46 pode ser obtida das
poténcias de um elemento o € Fym raiz de um polinémio irredutivel sobre [, de grau m -
ou ainda, de um elemento primitivo de Fym. Vimos no Exemplo 2.7 a conveniéncia de se
trabalhar com uma base autodual com auxilio da base polinomial. O segundo tipo de base

que podemos considerar ¢ a seguinte:
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Definicao 2.7 Sejam K = F, e F = Fm. A base {o,04,--- ,oﬂm_l} de F sobre K

constituida de conjugados de o € F' sobre K é chamada de base normal de F sobre K.

A base apresentada no Exemplo 2.7 é uma base normal.

A seguir, resultados necessarios para provarmos a existéncia das bases normais.

Lema 2.5 (Artin) Seja F' um corpo, i1, -+ , Yy homomorfismos distintos do grupo G

no grupo multiplicativo F* e ay,--- ,a,, elementos de F' nao todos nulos. Entao

a11(g) + -+ + amm(g) # 0 para algum g € G.

Demonstragao: Procedemos por indugao sobre m. O caso m = 1 é imediato pois
0#a; € FeO#Y(g) €Im(yp) C F* implicam ay9(g) # 0, para todo g € G.

Assuma que m > 1 e que o resultado estd provado para quaisquer m — 1 homo-
morfismos distintos de G em F™*. Sejam )1, - - - , 1, homomorfismos distintos de G em F™*,
e sejam ay, - - ,a,, elementos de F', nao todos nulos. Podemos assumir a; # 0, pois se

a; = 0, entao o Lema esta provado por hipdtese de indugao. Suponhamos por absurdo que
a11(g) + - -+ + amm(g) = 0 para todo g € G. (2.4)

Como vy # 1, por hipétese, entdo existe h € G com ¥ (h) # 1y, (h). Substituindo g por
gh na igualdade (2.4), obtemos

0= alwl(gh) +eee am¢m(9h>
= a1 (g)Yr(h) + -+ + amthm(9)Ym(h), para todo g € G,

e multiplicando ambos os lados da igualdade acima por ¢ !(h), temos

bﬂ/’l (g) +oeeet bm—ﬂ/)m—l(g) + am1/}m(g) =0 para todo g€ G7 (25)

onde b; = a);(h), (k) para 1 < i < m—1. Subtraindo a equacdo (2.4) de (2.5), obtemos

01¢1(g) +- Cm—lqujm—l(g) =0 para todo g€ Ga (26>

onde ¢; = a; —b; para 1 < i < m—1. Em particular, ¢; = a; —b; = a; — a1y (h), (h) # 0,
pois ¥ (h), (k) = 1 se, e somente se ¥1(h) = 1,,(h). Assim, a igualdade (2.6) contraria

a hipdtese de indugao que diz que as 1); sdo distintas. Portanto, a equacao (2.4) é absurda.

Recordamos alguns fatos da dlgebra linear de que precisaremos a seguir. Seja F' um
espago vetorial sobre K de dimensao n. Dizemos que um polinémio f € K[z] aniquila
a transformagao linear 7' : F' — F se f(T) = 0. O polinébmio minimal para T ¢ o
polindmio ménico de menor grau que aniquila 7. O polinémio caracteristico para 7' ¢
dado por det(/z — T), onde I é a aplicagao identidade. Um vetor u € F' é dito um vetor
T-ciclico se {u, Tu,---T" 'u} gera F como espaco vetorial sobre K (COELHO, 2020).
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Lema 2.6 Seja T um operador linear no espaco vetorial V de dimensdo finita. Entdo T

possui um vetor ciclico se, e somente se seu polinomio minimal e caracteristico coincidem.

Agora, podemos garantir a existéncia da base normal.

Teorema 2.20 (Base normal) Seja F' uma extensao finita do corpo finito K. Existe

uma base normal de ' sobre K.

Demonstracdo: Sejam K = F, e F' = Fym. Pelo Teorema 2.21, os distintos automorfismos
de F sobre K saol,o0,02,--+ ,0™ ! onde I é a aplicagao identidade, o(a) := o para todo
a € F e a poténcia o indica a composicao de o consigo mesma j vezes. Para quaisquer
a,f € F e qualquer ¢ € K, temos o(a+cf) = (a+c¢f)? = a?+¢f? = o(a) + co (). Logo,
o ¢ um operador linear que age no espaco vetorial F'. Como ¢™ = I, entdao o polinémio

™ — 1 € K|x] aniquila o.

Como o : F* — F* homomorficamente, pois o(af) = (af)? = a7 = o(a)o(f)
para quaisquer «, 8 € F™*, entao aplicando o Lema de Artin para os homomorfismos distintos

m—1

l,o,--- .0 e m elementos de F* nao todos nulos, vemos que nenhum polindomio nao

nulo de grau menor do que m aniquila o. Assim, ™ — 1 é o polindémio minimal de o.

Pelo Teorema de Cayley-Hamilton, o polindmio caracteristico para ¢ é o polindomio
monico de grau m que é divisivel pelo polindmio minimal para . Isso implica que os
polinémios minimal e caracteristico para ¢ coincidem. Portanto, segue do Lema 2.6 que

existe a € F tal que o, 0(a) = a4, 0%(a) = a,--- ;0™ 1 ="' geram F sobre K.

A definicao apresentada a seguir nos auxilia na caracterizacao de algumas bases.

Definicao 2.8 Seja F' uma extensdo de grau m do corpo finito K.O discriminante dos

elementos aq,- -+ , o, € F, 0 qual denotaremos por AF/K(al, cer L Qg) , € definido por
Trp (o) Trp (aag) ..o Tr (cra)
AF/K(OQ, o) = TTF/KQZOCI) TI‘F/K<OCQOZQ) . TrF/K(agam)
Tr, (amar) Trp (amas) oo Trp (amonn)
Como cada entrada desse determinante pertence a K, entdo Ap/x (a1, -+, ) € K.

Teorema 2.21 Sejam K wum corpo finito, F' uma extensao de K de grau m e sejam

ap, o € F. Entio {aq,- -+, ap} € uma base de F sobre K se, e somente se

A, lar, e o) #0.
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Demonstragio: Seja {a1,- -+ ,an} base de F' sobre K. Para que A (a1, , ) # 0
¢é suficiente que os vetores-linha que aparecem na definicao 2.8, sejam L.I. Suponhamos

que, para 1 < j < m,
c TrF/K(ajal) + e Trpk(jon,) = 0 com ¢, -+ ¢ € K.

Entdo, pondo 3 = cia; + -+ + ¢y, temos pela igualdade acima que Tr,, , (Ba;) =0
para 1 < j <m e portanto Tr, . (Ba) = 0 para todo a € F', o que s6 é possivel se = 0.
Assim, 0 = § = ciaq + -+ - + ¢y, implica ¢ = -+ = ¢, = 0 pois {ay, -, a,, } é base.

Reciprocamente, se A (aq,- -, ) # 0, vejamos que o conjunto {ayq, -+, o}

pyc(
é L.I., e consequentemente uma base de F' sobre K. De fato, se ciaq; + -+ + ¢, = 0

com cp,---,cp € K, entao ciaja; + - -+ + cpama; = 0a; = 0, para 1 < 7 < m, logo
C1 TI‘F/K(OéjOél) + - +cy TI'F/K(OéjOém> = TI"F/K(O) = 0.

Mas isso é uma combinacao linear dos elementos da j-ésima linha do discriminante, o qual,

por hipétese, é nao nulo. Portanto, ¢; = --- = ¢, =0 e dai {ay, -+ ,a,,} é L.L
Corolario 2.5 Seja oy, -+, € Fym. Entdo {oq, -+, o) € uma base de Fom sobre F
’ ) q ) ’ q q
se, e somente se
ap (0%)] c. [67°%
q q q
of ag ... ad 40
m—1 m—1 m—1
ai o af,

q qul
-1
q q q q q™
A = . . . AT =
anfl qul qm_l q q'mfl
aq ok ool oy ol g

Comparando a definicdo de discriminante com o produto de AT com A, vemos que

Tr (o) T (aa) oo Tr (cra)

ATA - Tr, . (agan) Tr (ogaz) ..o Tr,  (aga,)

TrF/K(ozmozl) Tr, (maz) ... TrF/K(ozmozm)
Assim, A, (a1, ) = det(ATA) = det(AT) det(A) = det(A)?. Como (det(A))* =0
se, e somente se det(A) = 0, temos que A, (a1, -+, ) # 0 se, e somente se, det(A) # 0.

Portanto, det(A) # 0 é equivalente a {ay, -, a, } ser base pelo Teorema 2.21.
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Corolario 2.6 A base dual de uma base normal é uma base normal.

Demonstracio: Seja L = {o,a%,--- 07" '} uma base normal de F,m sobre F, e seja
L' ={p1, P2, -, Bm} sua base dual. Considere as matrizes
(67 a? ... Cl/qm 61 62 . 5m
| A
™t a ™’ 6317”71 ﬁgm’l . qunmfl

Como a entrada da linha ¢ e coluna 7 da matriz AB é dada por TrF/K (oﬂF1 f3;), entao
BA = I pois L' é base dual de L. Observe que (AB)T = BTAT = BTA = I pois A é
simétrica. Assim, BA = I = BT A implica B = B?. Comparando a primeira linha com a

primeira coluna de B, vemos que 3; = ﬁfm_] para i < j < m. Portanto, L’ é base normal.

Enunciamos um importante resultado relacionado a bases normais e primitivas.

Teorema 2.22 (Base normal primitiva) Toda eztensdio finita de corpos finitos admite

uma base normal constituida de elementos primitivos.

2.5 Ciclotomia

Nesta secao, investigamos em detalhes o corpo de decomposicao do polinémio

™ — 1. Alguns resultados também se aplicam para corpos de caracteristica zero.

Definicao 2.9 Seja n um inteiro positivo e K um corpo. Chamamos de n-ésimo corpo
ciclotomico sobre K, e denotamos por K™, ao corpo de decomposicao do polinomio x™ — 1

sobre K. Chamamos de n-ésima raiz de unidade sobre K as raizes de ™ — 1.

Denotaremos por E™ o conjunto de todas as n-ésimas raizes da unidade.

A estrutura de E" é determinada pela relacao entre n e a caracteristica do corpo:

Teorema 2.23 Seja n um inteiro positivo e K um corpo de caracteristica p. Entdo,

1. Se p nao divide n, entao E™ € grupo ciclico de ordem n com respeito a operacao de

multiplicacao definida em K.

2. Se p divide n, seja n = mp® onde p ndo divide m. Entio K™ = K™, E" = E™, ¢ as

raizes de x™ — 1 em K™ sao os m elementos de E™, cada uma com multiplicidade p°.
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Demonstracao:

1. Sen =1, entdo E™ = {1p} e o resultado segue. Suponhamos que n > 2 e que n nao
é divisivel por p. Pelo Teorema 1.37, o polinomio ™ — 1 nao admite raizes multiplas
Assim, E™ tem n elementos. Note que E™ # () pois 1 € E™. Agora, se a,b € E", entao
a"=1eb” =1,logo b =1 edai (ab™!)" = a"b™" = 1, ou seja, ab~* € E". Para
verificarmos que E™ é grupo ciclico de ordem finita n, considerando a decomposicao
em fatores primos n = p{* - - - pi*, e procedemos com o mesmo argumento usado na

demonstracao do Teorema 2.3.

2. Suponha que p divide n. Podemos escrever n = mp® onde p nao divide m. Segue do
item 1 que E™ é grupo ciclico de ordem m. Sendo p a caracteristica de K, temos
que 2" — 1 = ™" — 1 = (2™ — 1)P°, portanto as raizes de 2" — 1 sdo as m rafzes de

™ — 1, cada uma com multiplicidade p°.

Exemplo 2.8 A notacdo usual para o grupo multiplicativo das raizes da unidade sobre
R éU,, isto é, U, ={£ € C: " = 1}. E um resultado conhecido que os elementos do
conjunto U, estao dispostos no plano complexo de tal modo que determinam um poligono

reqular de n lados cujos vértices estao inscritos no circulo de raio 1 centrado na origem.

Definicao 2.10 Seja K um corpo e n um inteiro positivo que nao é divisivel pela carac-
teristica de K. Dizemos que & € E™ é uma n-ésima raiz primitiva da unidade sobre

K se & é um gerador do grupo ciclico E™.

Segue da Observacao 2.1 que o nimero de n-ésimas raizes primitivas da unidade
sobre K é p(n). Além disso, se £ é um gerador de E", entdo todas as n-ésimas raizes

primitivas da unidade sao dadas pelos £° tais que mdc(s,n) = 1.

Definicao 2.11 Seja K um corpo de caracteristica p, n um inteiro positivo ndo divisivel
por p e & uma n-ésima raiz primitiva da unidade. Definimos o n-ésimo polinémio

ciclotomico sobre K, o qual denotaremos por ®,,, como sendo o produto

Bo(z) = H (- &).

mdc(s,n)=1

O grau de ®,(x) é p(n), e esse produto independe da escolha da raiz primitiva.
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Teorema 2.24 Seja K um corpo de caracteristica p e n um inteiro positivo nao divisivel

por p. Entao,

1. 2" =1 = [y, Pa().

2. Os coeficiente de @, (x) pertencem a F, se p >0, e pertencem a Z se p = 0.

Demonstracao:

1. Seja a € E™ uma raiz da unidade de ordem d. Como E" é grupo ciclico, entao d
divide n e 2% = 1, mas 2" # 1 para 0 < r < d. Logo, a é uma d-ésima raiz primitiva

da unidade. Agrupando as d-ésimas raizes primitivas para cada divisor d de n, temos

n d

2" —1=[J(z—a")=]] II @=¢)| =% ().

i=1 djn mdc?s:,'rlz):l djn
2. Seja FF=F, se p>0,ouF =Zsep=0. Em qualquer dos casos, F[z] é um anel
com a propriedade de que se f(x),g(z) € F[z] e g(x) # 0, entdo f(z)g(x) € F[z]
e, pelo Algoritmo da Divisao, f(z)/g(z) € F[x]. Procedemos por indugao sobre n.
Para n = 1, o polinémio ®;(z) = = — 1 tem coeficientes em F. Suponhamos que o
resultado estd provado para todo d < n, isto é, assuma que ®4(x) tem coeficientes
em F para todo d < n. Logo, [1y, ®a(z), com d < n, tem coeficientes em F'. Segue
do item 1 que ®,(z) = (z" —1)/r(x), onde 7(z) = [y, P4 com d < n. Como 2" — 1

e r(x) tem coeficientes em F', concluimos que ®,,(x) tem coeficientes em F.

Comparando os graus de 2™ — 1 = [[4),, a(x) obtemos a igualdade n = 3= ¢(d).
din

Exemplo 2.9 Consideremos r primo e n um inteiro positivo. Vejamos que

Byu(z) =1+ 2" 422" o g

De fato, sendo r uwm primo, temos que 0s tunicos divisores de r™ sdo r* com 1 < i < n.
Pelo item 1 do Teorema 2.2/,

n—1

2" —1=]] ®alz) = (H CDﬂ(I)) Opn (1) = (27 — 1)®pn ().
d|rm i=1

Por outro lado,

n

g 1= (") =)+ T T,

Comparando estas iqualdades, temos ®pn(z) =142 + 22" 4. 4 =D
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Exemplo 2.10 Podemos calcular qualquer polindmio ®,(x) sobre o corpos dos racionais
aplicando recursivamente o item 1 do Teorema 2.24. Neste processo, precisamos calcular

&, para cada divisor d de n. Como exemplo, vamos calcular ®g(x).

e Oy(z)=2—-1.

o Dex?—1=®,(x)Py(x), temos ®y(x) = (2> —1)/P1(x) = (2> = 1)/(z — 1) =2 + 1.
Logo ®5(x) = x + 1.

e Deat—1 = By (2)By()0u(x) = (2—1)(a+1)Ba(), temos Da(x) = (9 1)/(x?—1) =
2?2 + 1. Logo, ®y(x) = 2? + 1.

o Dea® —1=0(2)Py(2)Py(x)Ps(x) = (x — 1)(x + 1)(2? + 1)Pg(x) = (z* — 1)Pg(x),
temos ®g(z) = (2 —1)/(z* — 1) = (2 = 1)(z* + 1)/(2* — 1)z* + 1. Portanto

dg(z) = 2* — 1.

Dado n um inteiro positivo, consideremos o conjunto U(Z,) formado pelos elementos
de Z,, que admitem inverso multiplicativo. Pelo Teorema de Bézout, a € U(Z,,) se, e somente

se mdc(a,n) = 1, logo U(Z,,) é grupo com respeito a multiplicagao induzida de Z,.

Dado um inteiro b relativamente primo com n, definimos a ordem multiplicativa
de b médulo n, a qual denotamos por ord, (b), como sendo a ordem de b no grupo U(Z,,).

Em outras palavras, se mdc(b,n) = 1, entao ord,(b) = rggl{bk =1 (mod n)}.
Teorema 2.25 Para todo inteiro positivo n,

1. K™ ¢ extensao algébrica simples de K.
2. Se K =Q, entio ®,,(x) € irredutivel sobre Z e [K™ : K| = ¢(n).

3. Se K = F, e mdc(q,n) = 1, entio ®,(x) é fatorado em K[x] como produto de
w(n)/d polinémios maonicos irredutiveis sobre K de mesmo grau d = ord,(q). Além

disso, K™ ¢ o corpo de decomposicio de qualquer um destes fatores irredutiveis sobre
K el[K":K]=d.

Demonstracao:

1. Se existe uma £ € K n-ésima raiz primitiva da unidade sobre K, entdo K™ = K(§).
De fato, K(§) contém todas as poténcias de &, que é n-ésima raiz primitiva da
unidade, logo K (&) contém todos as demais raizes de 2" — 1 e dai K" C K C K(¢).
A inclusdo K(§) C K™ é imediata pois £ € K™. Se, porém, nao existe uma raiz
n-ésima primitiva da unidade em K, procedemos como no item 2 do Teorema 2.23 e
obtemos K" = K™ = K(£) e o resultado segue.
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2. Essa demonstragao pode ser encontrada em (GALLIAN, 2017), Teorema 33.3.

3. Seja { uma n-ésima raiz primitiva da unidade sobre IF,. Pelo Lema 2.2, temos £ € F«
se, e somente se qu = £. Vejamos que essa tultima igualdade é valida se, e somente
se ¢ = 1 (mod n). De fato, se €7 = £ entdo €771 = 1 = £" pois £ também &
raiz da unidade, logo ¢* = 1 + n. Reciprocamente, se vale ¢* = 1 (mod n), entdo
" =1+ jncom j e Z, logo 1 = &4" = gitin = (¢n)i¢ = ¢. Isso implica que & é
raiz de 27" — z € Fy[x], logo £ € Fx para algum k. Devemos tomar o menor inteiro
positivo k com esta propriedade, o qual existe ja que mdc(g,n) = 1, pois £ deve
pertence ao menor corpo que contém [, e todas as raizes de 2™ — 1. Seja entao d o
menor k dentre esses k’s. Temos d = ord,,(¢q) por definicio de ordem. Dessa forma,
§ € Fu e § nao pertence a nenhum subcorpo préprio de F,a. Agora, o polindmio
minimal de £ tem grau d, e como £ é uma raiz arbitraria do polinémio ®,(z) de
grau (n), entdo todos os polindmios irredutiveis na decomposi¢ao de ®,(x) tem o
mesmo grau d e o nimero de tais polindmios é ¢(n)/d. Além disso, Fa é o corpo de

decomposicao de qualquer um deles pelo Teorema 2.6.

Exemplo 2.11 Seja K = Fy;. De modo andlogo ao Exemplo 2.10, podemos deduzir
Dy(x) = 2t — 2% + 1 € Fyy[z]. Para aplicar o Teorema 2.25, primeiro verificamos que o
grau do polinémio € relativamente primo com a ordem de K:mdc(4,11) = 1. Em seguida,
verificamos que d = 2 é o menor inteiro positivo tal que 112 =1 (mod 4). Portanto, ®15(x)
se fatora em Fqy[x] como produto de ¢(4)/2 = 2 polinémios monicos de mesmo grau 2.
Ezplicitamente, ®15(x) = (2 + 5z + 1)(2* — bz + 1). Além disso, o corpo de decomposicio

de qualquer destes polinomios irredutiveis é Fio7.
Podemos olhar para corpos finitos como sendo corpos ciclotomicos.
Teorema 2.26 F, é o (¢—1)-ésimo corpo ciclotomico sobre qualquer um de seus subcorpos.

Demonstragdo: O polindmio z471 — 1 € F, se decompde em F,, pois suas raizes sao os
elementos nao nulos de IF,. Esse polinomio nao pode se decompor em nenhum subcorpo
proprio K de F, pois neste caso o corpo de decomposi¢io de 297! — 1 conteria menos do

que suas q — 1 raizes. Portanto, F, é corpo de decomposigao de 2! — 1 sobre K.

Teorema 2.27 Se d é um divisor préprio de n, entio ®,(z) divide (™ —1)/(z? — 1)

sempre que O, (x) estd definido.

Demonstragdo: Segue do Teorema 2.24 que 2" — 1 = [y, ®a(7). Logo, ®,(z), que esta
definido por hipétese, divide 2 — 1. Note que 2" — 1 = (z¢ — 1)[(z" — 1)/(z? — 1)]. Como

d é um divisor préprio de n, entdo ®,(x) é co-primo com x¢ — 1 pois toda raiz de ®,,(z)
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tem ordem n e as rafzes de ¢ — 1 tem ordem 1 < d < n. Isso implica que ®,,(x) nio divide

% — 1, logo ®,,(z) deve ser um divisor de (z" —1)/(z? — 1) pelo Teorema 1.32.

Exemplo 2.12 A soma das n-ésimas raizes da unidade sobre K ¢ igual a zero se K # TFs.
De fato, seja & n-ésima raiz da unidade sobre K. Como 2™ — 1 = (z — 1)(2" 1 + 2" +
-++x+1) en é o menor inteiro positivo tal que " =1, entdo 0 =" —1 = (£ —1)(&" 1 +
24+ 1). Como (£ —1) #0, entdo devemos ter ("' +---+£+1) =0. Concluimos
ao observarmos 1 = £", e que esse argumento nao vale para K = Fy ja que neste caso a

unica raiz da unidade é £ = 1.

Teorema 2.28 Considerando o corpo dos racionais, para quaisquer q,n > 2, temos
|(I)n(Q)| >q— L.

Demonstragdo: O nimero complexo ®,,(q) é o produto de ¢(n) nimeros da forma g — &*
com ¢ raiz primitiva, || =1 e £ # 1. Logo, |¢ — &°| > |q| — €| = ¢ — 1 > 1. Dali,

B = [I (@—&)

mdc(s,n)=1
n

> JI (-1

mdc?s_,n):l
= (g — )7
>q—1.

A seguir, uma férmula explicita para o polinémio ciclotdomico sobre corpos finitos:

Teorema 2.29 Se F' é um corpo finito de caracteristica p e n ndo € divisivel por p, entao

b, (x) = H(md — 1)“(”/d) — H(m”/d _ 1)u(d)’
dln dln

onde i : N — {—1,0,1} € a funcdo de Moebius definida por
1 ,sen =1

pwn) =4 (=1)* , sen é o produto de k primos distintos

0 , se n é divisivel pelo quadrado de um primo



Capitulo 2. Corpos finitos 60

Uma prova dessa formula pode ser encontrada em (LIDL; NIEDERREITER, 1997),
Teorema 3.27. Com um pouco mais de teoria dos niimeros e o Teorema 2.25, é possivel

classificar os polindémios ciclotémicos irredutiveis:

k

Teorema 2.30 @, () ¢ irredutivel sobre F, se, e somente n = r* n = 2rk oun = 4,

onde r € um primo itmpar e k > 0, e g é um gerador do grupo multiplicativo Z,.

2.6 Teorema de Wedderburn

Nesta secao, revisitamos a teoria de anéis para provar que todo anel de divisao

finito é um corpo finito - esse resultado é conhecido como Teorema de Wedderburn.

O centro do anel A, o qual denotaremos por Z(A), é o conjunto dos elementos

de A que comutam com todos os elementos de A com respeito a multiplicacao de A.
Teorema 2.31 O centro de um anel de divisdo finito € um corpo finito.

Demonstragdo: Seja A um anel de divisao. Temos Z(A) # () pois 14,04 € A sdo tais

que la =al =a e 04a = a0y = 04 para qualquer a € A, logo 14,04 € Z(A). Além disso,

« Para quaisquer 7, s € Z(A) temos que ra = ar e sa = as para todo a € A. Assim,

(r—s)a=ra+ sa=ar+as=a(r+s), o que implica (r — s) € Z(A).

1

o Para quaisquer 7,5 € Z(A) \ {04}, temos que ra = ar e s"'a = as™! para todo

1 1

a € A, logo rs~ta =ras™' = ars™!, o que implica rs~! € Z(A).

Isso mostra que Z(A) é subgrupo com respeito a soma, e A\ {04} é subgrupo com respeito
ao produto. Além disso, como A é anel divisdo, entao vale a comutatividade do produto e
a distributividade em Z(A). Portanto, Z(A) é corpo finito.

Teorema 2.32 Seja A um anel de divisao finito e a € A fizo. O conjunto
N,={be A:ab=ba}

¢ um anel de divisdo finito.

Demonstracao: Devemos mostrar que N, ¢ um subanel com identidade e que todo
elemento de A admite inverso multiplicativo em A. Temos A # () pois 04,14 € A sao tais

que aly =aly=ae04a=0a04 =04, logo 04,14 € N,. Além disso,

 Para quaisquer r, s € N, temos que ra = ar e sa = as. Assim, (r — s)a = ra — sa =

ar —as = a(r — s), o que implica (r — s) € N,.
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» Para quaisquer r, s € N,, temos que ra = ar e sa = as, logo rsa = ras = ars, o que

implica rs € N,.

Logo A é subanel. Como A é anel de divisdo, dado b € N, C A, existe b~! € A. Assim,

ba = ab implica ab~! = b~'a e portanto b= € N,,.
Teorema 2.33 (Wedderburn) Todo anel de divisio finito é um corpo finito.

Demonstragao: Seja A um anel de divisao finito. Pelo Teorema 2.31, Z(A) é um corpo
finito, digamos Z(A) = F,. Tomando vetores em A e escalares em F,, podemos verificar
que A é um espago vetorial de dimensao finita n > 1 sobre F, . Por combinatdria, vemos

que A tem exatamente ¢" elementos. Basta mostrar que n = 1, pois dai A = F,.

Suponhamos por absurdo que n > 1. Denotando N, = {b € A : ab = ba}, temos

Z(A) =] N,

a€A

pois z € Z(A) se, e somente se xa = ax para todo a € A, o que equivale a afirmar
que x € N, para todo a € A. Dessa forma, Z(A) C N, para todo a € A. Mas pelo
Teorema 2.32, N, é anel de divisao finito que contido em A, logo N, tem ¢" elementos,

com 1 <r <mn, pois N, é subespaco vetorial de A. Vejamos que r divide n.

Como A é anel de divisao, entdao A* := A\ {04} é grupo com a operagao de
multiplicagdo de A, e N} := N, \ {04} é o normalizador de a € A* em A*. Como N} é
subgrupo de A* entdo |N}| = ¢" — 1 divide |A*| = ¢" — 1, dai r divide n pelo Lema 1.1.

O centro do grupo A* é Z* := Z(A) \ {04} e tem ordem ¢ — 1, o normalizador de
a€ A" em A* é N} e tem ordem ¢" — 1 com r dividindo n. Tendo em vista o Teorema 1.13,
as classes de conjugacao em A* que contém mais de um elemento contém (¢" —1)/(¢" — 1)

elementos, com r dividindo n e 1 < r < n. Portanto, a equagao das classes de A* é

k n
¢ —1=(g-1)+Y

m— com r; divisordene 1 <r; <nparal<i<k. (2.7)
i1 4" —

Agora, considere ®,(z) o n-ésimo polindémio ciclotémico sobre o corpo dos racionais.
Segue do Teorema 2.24 que @, () tem coeficientes inteiros, logo ®,,(¢) € Z. Como cada r; é
um divisor préprio de n, entao pelo Lema 2.27 temos que ®,,(¢) divide (¢"—1)/(¢" —1) para
1 <i < k. Isso e aequagao (2.7) implicam que ®,(q) divide (¢ — 1). Logo |®,(q)| < ¢ —1

e o Lema 2.28 implica que n = 1.

Uma importante generalizacao do Teorema de Wedderburn (JACOBSON, 1945) é

uma condi¢ao suficiente para que um anel seja um corpo:

Teorema 2.34 (Jacobson) Se R é um anel tal que para todo a € R, existe um inteiro

n(a) > 1 que depende de a, tal que a™® = a, entdo R é um corpo.
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2.7 Representacao

Existem objetos matematicos I' que satisfazem alguns dos axiomas do corpo finito.
Sob certas condigoes, eles cumprem todos os axiomas. Assim, faz sentido estudar aplicagoes
injetivas F, — I' que preservem as operagoes de IF, pois, a partir disso podemos olhar para
[F, do ponto de vista da estrutura algébrica de I', bem como outras eventuais estruturas
que T" possua (MARTIN, 2010). Essa ideia é conhecida por representacgio, e é objeto de
nosso estudo nessa secao. Vamos descrever trés formas de se representar um corpo finito

qualquer e em seguida vemos como usar essas ideias para analisar o corpo Fy.

A primeira forma de representacao é utilizando a base polinomial. Nesse tipo de

base, as operacoes ocorrem de modo semelhante ao que apresentamos no exemplo 2.7.

Exemplo 2.13 Podemos olhar para F m como o conjunto dos polindmios com coeficientes
em I, de grau < m — 1 na varidvel o, onde o € uma raiz de um polinomio f € Fym
irredutivel sobre F,. De fato, pelo Teorema 2.4, Fyn € extensao algébrica simples de
F,. Pelo Coroldrio 2.2, existe um polinémio f € F,[x] de grau m irredutivel sobre F,.
Fizada uma raiz o de f, temos que f € o polinomio minimal de o pelo Teorema 1.44 e
consequentemente F,m = F,(a). Portanto, pelo Teorema 1.46 todo elemento de F (o) pode

m—1

ser escrito como ag + a1 + as0® + - + A com a; € Fy para 0 <i <m — 1.

Vejamos como isso ocorre no corpo Fy. Pelo Teorema 1.58, f(x) = 22 + 1 € F3x]
¢ irredutivel pois f(0) =1, f(1) =2 e f(2) = 2. Se a uma raiz de f em Fy, entao todo

elemento de Fy € da forma a + ba com a,b € F3. Temos
Fog =F3(a) =40,1,2,, 1 + ,2 + v, 2cv, 1 + 200, 2 + 200 }. (2.8)

As operagoes entre esses elementos ocorrem forma usual, e a igualdade 0 = f(a) = o + 1

implica o® = —1, o que nos permite operar com poténcias o, k > 2. Por exemplo, temos
(l+a)a=a+a*=a—-1=a+2. (2.9)

Essas observagées sio suficientes para construir a tabela de operagoes em termos de (2.8).

A segunda forma de representar um corpo finito é através dos elementos primitivos.

Exemplo 2.14 Podemos olhar para IF, através das poténcias de um elemento primitivo de
[F,. Para isso, seja charF, = p. De acordo com o Teorema 2.26, F, € o (¢ —1)-ésimo corpo
ciclotomico sobre seu subcorpo primo F,. Pelo Teorema 2.24, ®,_1(x) tem coeficientes
em F,. Como mdc(q — 1,q) = 1, entao seque do Teorema 2.25 que ®,_i(x) pode ser
fatorado como produto de certos polinomios irredutiveis de mesmo grau. Qualquer raiz
de um destes fatores irredutiveis é uma n-ésima raiz primitiva da unidade, pois € raiz

de ®,_1(z). Portanto, se f(x) é um fator irredutivel de ®,1(x) e & € raiz f(x), entdo &
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tem ordem p(n) no grupo Fy, logo & € um elemento primitivo de F,. Neste caso, temos
F; = {1,6,82,--- ,&" 1}, Em resumo, basta determinar um fator irredutivel f(z) de ®, 1,

pois uma raiz de f(x) é um gerador do grupo F;.

Vejamos como aplicar isso novamente no caso do corpo Fyg. Temos que Fg é o
8-ésimo corpo ciclotomico sobre F3. Pelo exemplo 2.10, temos que ®g(x) = 2* + 1 € F3[x].

E possivel mostrar que a fatoracio candnica de ®g(x) em Fs[z] ¢
Pg(z) = (2 + 2+ 2)(2* + 20 + 2). (2.10)
Se & é uma raiz de r(z) = 22 + x + 2, entdo & um elemento primitivo de Fy e assim

IE‘9 = {0717€a§2>€37§4a§57£67€7}' (211)

Vamos estabelecer a relagao entre as tabelas de operagoes de (2.8) e (2.11). Para isso,

observamos que r(x) tem & =1+ a como raiz, onde a é raiz de f(xr) = 2%+ 1:
r@)=(a+1)?+(a+1)+2=(a*+2a+1)+(a+1)+2=0a*+1=0.
Para & e a assim associados, a relacao que buscamos € dada pela sequinte tabela:

¢
1+«
2c
14+ 2a
2 (2.12)
2+ 2a
«
24+«
1

OO\]CTAOTH;OJI\DH‘@.

Observamos, por exemplo, a relagio entre as igualdades (2.9) e ££° = ¢7.

Definigao 2.12 Sejam p = charF, e f(z) = ap+ a1z + -+ + 12" ' 4+ 2" € Fylz] um

polindmio monico irredutivel sobre IF,,. Definimos a matriz companheira de f por

000 -+ 0 —ag |

0 —Qaq

A=10 10 -+ 0 —ay
000 - 1 —ay

E possivel mostrar que f(A) = 0 [Secio 5.4 de (COELHO, 2020)]. Vamos explorar

isso para ver a terceira forma de representar um corpo finito, que é através de matrizes.
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Exemplo 2.15 A matriz companheira de f(x) = x* —1 € Fo[z] é
0 2
A= )
10
Como f € irredutivel e f(A) =0, entdo pelo Teorema 1.46 podemos escrever

Fg={0,1,21,A,1+ A, 2] + A,2A, 1 +2A,2] +2A}. (2.13)

As operagoes entre os elementos de Fg em (2.18) ocorrem como no exemplo 2.13, no
entanto agora estamos somando e multiplicando matrizes com entradas em Fs. Assim,
valem as propriedades das operacoes de matrizes e, em cada entrada da matriz resultante

valem as propriedade de F3. Por exemplo, observamos a relagio entre a equagio (2.9) e a

R R e

Podemos combinar a representacao matricial com elementos primitivos.

tqualdade:

(I+A)A =

Exemplo 2.16 Pelo Exemplo 2.1/, o polinémio r(z) = x? + x + 2 € Fs[z] é um fator

irredutivel de ®g. A matriz companheira de r é
0 1
12

Como r € irredutivel com 0 = h(C) = C? + C + 21, entdo podemos deduzir que

Fo = {0,C,C2,C3,C*,C°,C°,C7, C*Y. (2.14)

Vemos facilmente que (2.13) e (2.14) estao relacionados por uma tabela andloga a (2.12).

2.8 Ordem

Nesta ultima secao, definimos e investigamos a ordem de um polinémio. Assim
como o grau, trata-se de um inteiro positivo associado a um polinémio. Esse niimero
aparece naturalmente no estudo do polinémio ™ — 1 e constitui mais um importante

conceito na teoria de corpos finitos.

Teorema 2.35 Seja f € F,[z] um polinomio de grau m > 1 com f(0) # 0. Eziste um

inteiro positivo e < ¢™ — 1 tal que f(x) divide z¢ — 1.

Demonstragdo: Pelo exemplo 1.16, o anel quociente F,[z]/(f) contém ¢™ — 1 classes

nio nulas. Vejamos que as ¢™ classes 27 + (f) sdo nao nulas, para cada 0 < j < ¢™ — 1. De
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fato, se fosse 27 + (f) = (f) para algum j, entdao 2’/ = p(z)f(z) para algum p(z) € F [z].
Como x = 0 nao é uma raiz de f, entdao z’ divide p(z). Por outro lado, p(z) divide 27,
logo 2 = ap(x) com « constante. Podemos assumir que a = 1 e p(x) é monico, pois z’
¢ monico e dai a deve ser o inverso multiplicativo do coeficiente lider de p(z). Assim,
p(z) =27 e dal 27 = p(z) f(z) = 27 f(x) implica 1 = f(z), absurdo pois deg(f) > 1. Sendo
as classes 27 + (f) nao nulas, existem 0 < r < s < ¢" — 1 tais que 2" + (f) = z° + (f),
isto é, 2" = 2° (mod f). Como a tnica raiz do polindémio x é x = 0, e x = 0 nao é raiz de
f, entdo = e f(x) sdo relativamente primos. Logo z*~" =1 (mod f), ou seja, f(x) divide

¢ —1 com e = s —1r > 0. Concluimos tomando o menor e com esta propriedade.

Definicao 2.13 Seja f € F x| um polinémio nao nulo com f(0) # 0. Chamamos de

ordem de f, e denotamos por ord(f), o menor inteiro positivo e tal que f(x) divide z¢— 1.

Observagao 2.4 Seja f € F,[z] um polindmio com f(0) =0 e seja h a multiplicidade da
raiz v = 0. Podemos escrever f de modo tinico como f(z) = z"g(z), com g(0) # 0. Neste
caso, definimos ord(f) := ord(g).

Pelo Teorema 2.35, se f € F,[z] tem grau m e f(0) = 0, entdo ord(f) < ¢™ — 1.

Quando o polinémio é irredutivel, temos o seguinte resultado:

Teorema 2.36 Seja f € F,[x] um polindmio irredutivel sobre F, de grau m. A ordem de

[ €igual a ordem de qualquer raiz de f no grupo multiplicativo ¥, .

Demonstragdo: Seja o uma raiz arbitraria de f. Segue do Teorema 2.6 que o € Fym.
Pelo Teorema 2.35, existe o menor inteiro positivo ¢ tal que f(x) divide z¢ — 1. Entéo ¢ é
raiz de x* — 1, isto é, a® = 1, o que implica que || divide ¢. Se |a| fosse um divisor préprio
de ¢, terfamos o/l =1 e, sendo o uma raiz do polinémio irredutivel f, segue do Lema 2.3
que f(z) divide 2%l — 1, absurdo pois |a| < ¢ = ord(f). Portanto, ord(f) = |a|.

Corolario 2.7 Se f € F,[z] é um polinomio irredutivel sobre F, de grau m, entdo
ord(f) divide ¢™ — 1.
Demonstragdo: Se a é uma raiz f(z), entdo o € Fym, 0 que implica que |a| divide
[F7| = g™ — 1. Segue do Teorema 2.36 que ord(f) = |a|, portanto ord(f) divide ¢™ — 1.
A seguir, uma férmula para o nimero polinémios irredutiveis em termos da ordem.
Teorema 2.37 O ndmero de polinomios monicos irredutiveis sobre IF, de grau m e ordem
e € igual a p(e)/m, see>2 em = ord,(q); € igual a 1, sem =¢e¢e=1; e é igual a 0 em

todos os outros casos. Em particular, o grau de um polinémio monico irredutivel sobre F,

de ordem ¢ € igual a ord.(q).
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Demonstragdo: Seja f € F, irredutivel de grau m com f(0) # 0. Afirmamos que
ord(f) = e se, e somente se toda raiz de f é uma e-ésima raiz primitiva da unidade sobre
F,m. De fato, suponhamos que ¢ = ord f. Entao ¢ é o menor inteiro positivo tal que f
divide z* — 1. Isso implica que toda raiz o € Fym de f cumpre a® — 1 = 0. Reciprocamente,
suponhamos que toda raiz a € Fym de f é também uma e-ésima raiz primitiva da unidade
sobre Fym. Pelo Teorema 2.36, ¢ ¢ o menor inteiro positivo tal que a® —1 =0, e como « é

raiz do polindémio irredutivel f, entdo pelo Lema 2.3 temos que f(x) divide z* — 1.

Segue da afirmagao que, se ¢ = ord(f) com f irredutivel, entdao f(x) é um fator
irredutivel de ®,(z). Pelo Teorema 2.25, qualquer fator ménico irredutivel de ®.(z) tem o
mesmo grau m = ord,(q), e o numero de tais fatores é p(e)/m desde que mdc(e, ¢™) = 1.
Mas isso sempre vale pois qualquer divisor comum d de ¢ e ¢"™ é da forma d = p’ com p
primo, e como ¢ divide ¢™ — 1 = [F}..| pela afirmacdo, entao d deve dividir ¢ — 1, o que s6
é possivel se d = 1. Quando m = ¢ = 1, 0 tnico polinémio ménico irredutivel é p(x) = x.

A demonstragao esta concluida pois analisamos todos os casos possiveis.

Exemplo 2.17 Seja f € F,[x] um polinémio ménico irredutivel sobre F,. Pelo Teorema
2.87, f tem grau m = ord.(q), onde ¢ = ord(f). Para q e ¢ convenientes, podemos usar
isso para obter o grau se a ordem for dada, ou obter a ordem se o grau for dado. Por
exemplo, a ordem de qualquer polinomio monico irredutivel de grau 3 sobre Fy é dada por
3 = ord,(2), o que equivale a 22> =1 (mod ¢), o que é possivel apenas para ¢ = 7. Assim,

o numero de polinémios monicos irredutiveis sobre Fy de grau 3 e ordem 7 € o(7)/3 = 2.
Os resultados a seguir nos permitem calcular a ordem de um polinémio qualquer.

Teorema 2.38 Seja ¢ um inteiro positivo. O polinomio f € Fy[z] com f(0) # 0 divide

x¢ —1 se, e somente se ord(f) divide c.

Demonstragdo: Seja ¢ = ord(f). Se f(x) divide ¢ — 1, entdo ¢ > ¢. Pelo Algoritmo da
Divisdo, temos ¢ = me+r com 0 < r < e. Logo, °—1 = ™" —1 = (2™ —1)z" + (2" — 1).
Pelo Lema 2.4, x*—1 divide 2™ —1. Como f(x) divide 2°—1 e 2*—1, entdo f(x) divide 2" —1
com 7 < ¢. Mas isso s6 é possivel se 7 = 0 e portanto ¢ = ord(f) divide c¢. Reciprocamente,
se ¢ = ord(f) divide ¢, entdo z* — 1 divide 2 — 1 pelo Lema 2.4. Como f divide z* — 1,

concluimos que f divide z¢ — 1.

Teorema 2.39 Seja g € F,[x] um polinémio irredutivel sobre F, de grau m com g(0) # 0
e ordem ¢. Considere f(x) = (g(z))®, onde b é um inteiro positivo. Se t é o menor inteiro

positivo tal que p' > b, onde p € a caracteristica de F,, entdo ord(f) = ep".

Demonstragdo: Seja ¢ = ord(f). Como g é um fator irredutivel de f, e f(x) divide

x¢ — 1, entao g(x) divide z¢ — 1. Logo, ¢ = ord(g) divide ¢ pelo Teorema 2.38. Seja t o
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menor inteiro positivo tal que p* > b, onde p é a caracteristica de F, e b é um inteiro
positivo qualquer. Podemos escrever p' = b + s para algum s > 0. Pelo Teorema 1.23,
temos

(z% — 1) = (2* = 1" = (aF — 1)*(z* — 1)".
Como g(z) divide ¢ — 1, entdo f(z) = (g(z)) divide (z¢ — 1)*. Logo f(z) divide 2" — 1.

Pelo Teorema 2.38, ¢ divide ep’. Sendo ¢ minimo, entao ¢ é da forma ¢ = ep* com 0 < u < ¢.

Pelo Corolario 2.7, e divide ¢™ — 1. Logo ¢ nao é multiplo de ¢, o que implica que
todas as rafzes de 2° — 1 sdo simples pelo Teorema 1.37. Assim, (x" —1) = (z°—1)?" tem ¢
raizes de multiplicidade p*. Como (g(z))? divide (z*** — 1) = (2 — 1)?", entdo comparando
a multiplicidade das raizes vemos que p* > b, logo t < u. Portanto, t = u e ord(f) = ep’.
Teorema 2.40 Seja f(z) = g1(x)g2(x) - - - gp(x), com g1,92,- -, gx € Fy[z] primos em
pares. Entao ord(f) = mme(ord(g;),ord(ga), -+ ,ord(gg))-

Demonstragdo: Sejam ¢ = ord(f), e; = ord(g;) paral < i < kec = mmc(e, e, - ,€x).
Por definigao de ordem, g;(x) divide 2% — 1 para cada i. Como e; divide ¢, entao 2% — 1
divide ¢ — 1 pelo Lema 2.4. Logo g¢; divide x° — 1 para cada ¢. Como os polinémios
g1, 92, , gk sdo primos em pares, isto é, mdc(g;,g;) = 1 sempre que ¢ # j, entdo
f(z) = g1(x), g2(x), - - , gr(x) divide z¢ — 1. Consequentemente, ¢ divide ¢ pelo Coroldrio
2.7. Por outro lado, f(z) divide z* — 1 e, como cada g;(x) divide f(x), entdo g;(x) divide
x¢ — 1 para cada 1 < i < k. Pelo Corolario 2.7, isso implica que e; divide ¢ para cada .

Logo, ¢ = mmc(e;, eg, - - - , ;) divide e. Portanto, ¢ = e.

Podemos calcular a ordem de um polinémio redutivel arbitrario.

Exemplo 2.18 Vamos calcular a ordem do polinomio

f(x) =2 + 27 + 2% + 22 + 1 € Fy[a].

Passo 1. Escrevemos a fatoracao canonica de f:
fx)=@*+2+ 13" +2+1).

Se denotarmos g(z) = (z* +x + 1) e h(z) = (z* + z + 1), entdo temos f(z) = (g(x))>h(z)

com g(x) e h(z) polindmios irredutiveis.

Passo 2. Calculamos a ordem dos fatores primos em pares na decomposicdo de
[, que sdo ord(g®) e ord(h). Para calcular ord(g®), € suficiente calcular ord(g) e aplicar
o Teorema 2.39: Temos que ord(g) = 3 e 2 é o menor inteiro tal que 2> = 4 > 3, logo
ord(g®) = 3-4 = 12. Por sua vez, ord(h) = 15.

Passo 3. Aplicamos o Teorema 2.40 para calcular ord(f) desde que as ordem dos

fatores primos em pares de f sejam conhecidas. Pelo passo 2, temos ord(g®) = 12 e
ord(h) = 15, logo ord(f) = mmc(12,15) = 60.
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Observacao 2.5 Seja a,b,r, s, p inteiros positivos com p primo. Vale o sequinte:

mmc(ap”, bp®) = mme(a, b) - p* com u = max{r, s}.
Temos uma férmula para o calculo da ordem a partir da fatoracao canodnica.

Corolario 2.8 Seja f € F,[x] um polinémio de grau positivo com f(0) # 0. Se

f(@) = a(fi(2))" (f2(2))" - - (fi(2))™ com a € Fg eni €N

¢ a fatoracao canonica de f em F,, entao

ord(f) = ep,

onde ¢ = mmc(ord(fy),ord(fz), - ,ord(fx)), p = charF, e t é o menor inteiro positivo

tal que p* > max{ny,ng, - ,ng}.

Demonstragdo: Tomando g;(z) = (f;(x))™ para 1 <i < k, temos pelo Teorema 2.39
que ord(g;) = e;p', onde e; = ord(f;) e t; é o menor inteiro positivo tal que p' > n;. Como
08 g; sdo primos em pares, segue do Teorema 2.40 que ord(f) = mmc(e p™, eap™, - -+ | exp'™)

e o resultado segue da obervacao 2.5.
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Conclusao

O contetdo do capitulo introdutério foi selecionada de modo a ser ao mesmo tempo
abstrato e aplicavel ao estudo dos corpos finitos. Detalhes omitidos e resultados relacionados
a estruturas algébricas gerais podem ser encontrados nos livros (HUNGERFORD, 1980) e
(GALLIAN, 2017); ja o livro (ENDLER, 2006) se concentra de forma mais profunda na
teoria dos anéis e ideias. Os livros (MARTIN, 2010) e (GONCALVES, 1979) abordam de
forma mais direta os corpos em caracteristica prima e zero, respectivamente. Para aplicagoes

de corpos finitos em criptografia e teoria dos cédigos, indicamos o livro (PANARIO, 2007).

O capitulo principal é baseado principalmente no segundo capitulo do livro (LIDL;
NIEDERREITER, 1997). Esse livro é uma referéncia classica da teoria de corpos finitos.
Ele contém uma exposicao de diversos conceitos basicos da teoria, com demonstracoes e
exemplos detalhados. Além disso, ele traz uma extensa lista de artigos e livros contendo

resultados mais profundos.

Fazemos agora alguns comentérios sobre o capitulo principal. O Teorema 2.6 garante
a aplicabilidade do bem conhecido Teorema Fundamental da Teoria de Galois para o
caso de extensoes finitas de corpos finitos. Esse resultado diz que, em certo sentido, a
estrutura de subgrupos do grupo de automorfismos de corpos F' sobre um subcorpo K
estd em bijecdo com a estrutura de subcorpos de F. A classificacao de todas as aplicagoes
lineares entre corpos finitos em termos do trago da uma ideia da importancia do conceito
de traco; a aplicagdo norma nao é menos relevante para a teoria. Ambas sao amplamente
usadas, por exemplo, na Teoria dos Numeros Algébricos, como pode ser constatado no
livro (ENDLER, 2006). O Teorema 2.11 é um caso particular de um importante resultado
mais geral conhecido como Teorema 90 de Hilbert. Além das que apresentamos, existem
outros tipos de bases e representacoes de corpos finitos de grande interesse. Uma dessas
representacoes é o fato de que corpos finitos podem ser vistos como classe residuais de

certos anéis quocientes.

Sem duvidas, a Teoria dos Corpos Finitos constitui uma area rica de investigagoes
tedricas e aplicagoes. Esperamos que este trabalho contribua para estudos futuros dessa

teoria, bem como da algebra e matemética em geral.
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